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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Ayse alti arkadasini dogum giinii partisine davet eder:

Bora, Cenk, Derya, Ebru, Fahri ve Gazi

Hepsi birbirleriyle tokalastigina gére toplam kag¢ tokalasma olmustur.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Bora Ben 6 kisi ile tokalastim. Aslinda her birimiz 6 kisi ile
tokalasti. Toplamda 7 kisi oldugumuza gore

7Tx6=42

tokalasma olmustur.

Derya Bu sayi fazla gibi! Senin yaklasimini kullanirsak 2 kisilik bir
grupta toplam 2 tokalasma olurdu ki bu dogru degil (2 kisi
icerisinde 1 tokalasma olur).

Her tokalasma iki kez sayiliyor! Bu nedenle Bora'nin buldugu
sayl 2 ye boliinmeli. Yani,
7x6 42

“=2
2 2

tokalasma yapildi.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Davetlilerin masada nereye oturacagina dair bir anlasmazlik ¢ikar (Herkes
Ayse'nin yanina oturmak istiyor). Bunun izerine,

Ayse Her yarim saatte bir yerlerimizi degistirelim. Ta ki herkes her
yere oturuncaya kadar.

Gazi bu senin dogum giinii partin olduguna gore sen hep bas
kosede oturmalisin.

Bu durumda Ayse'nin yeri sabit kalmak sartiyla kac farkli oturus diizeni
miimkiindiir?
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Ayse'nin sagina (ilk sandalyeye) 6 davetliden herhangi birisi oturabilir.
Simdi ikinci sandalyeyi diisiinelim:
@ Eger Bora ilk sandalyede ise ikinci sandalyeye kalan 5 davetliden
herhangi biri oturabilir.

© Eger Cenk ilk sandalyede ise ikinci sandalyeye kalan 5 davetliden
herhangi biri oturabilir.

Q@ Eger Gazi ilk sandalyede ise ikinci sandalyeye kalan 5 davetliden
herhangi biri oturabilir.

O halde ilk iki sandalye icin

5 + 5 +5+5+5+ 5 =6x5=30

Bora Cenk Gazi

farkh durum s6z konusudur.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Simdi ilk iki sandalyede kim oturursa otursun 3. sandalye icin benzer sekilde
4 farkli durumun s6z konusu oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan ilk g
sandalye icin

6 x5x4=120

farkli durum ortaya cikar.
Bu sekilde devam edilecek olursa,

6x5%x4x3x2x1=720

farkl bicimde oturulabilir.
Her yarim saatte bir yer degistirseler bu 360 saat yani 15 giin eder.

Ayse de herhangi bir yere oturabilseydi ka¢ farkli oturma diizeni séz konusu
olurdu?

Ayse'nin oturdugu sandalyeye partideki 7 kisiden herhangi birisi oturabilecegi, onun yanindaki sandalyeye kalan 6

kisiden herhangi biri oturabilecegi, ...icin 7 X 6 X 5 X 4 X 3 X 2 X 1 = 5040.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Dans zamani!

Ciftler bir kiz ve bir erkekten olusmak kaydiyla ka¢ farkli cift olusturulabilir?

3 kiz (Ayse, Derya, Ebru) ve 4 erkek (Bora, Cenk, Fahri, Gazi) olduguna
gore

3x4=12

farkli cift olusturulabilir.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Fahri Herkes parasini ortaya koysun ve sayisal loto oynayalim.
Uygun sayida kupon doldurursak hangi sayilar cekilirse
cekilsin biiyiik ikramiyeyi kazanabiliriz. (Baya uyanikmis!)

Sayisal lotoda biiyiik ikramiyenin kazanilabilmesi icin katilimcilarin
1,2,...,49 sayilari icerisinden belirlenecek olan 6 sayiyi bilmesi gerekir.

Biiyiik ikramiyenin kazanilabilmesi icin ka¢ farkli kolon oynamak gerekir?
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Gazi Az onceki farkli oturus problemine benziyor:
Ayse bir sayi belirlesin ve kuponu Bora'ya versin. Bora da bir
sayi belirleyip Cenk'e ve bu sekilde devam edelim. Boylece,
Ayse'nin 49 secenegi var. Ayse hangi sayly! secerse se¢sin
Bora kalan 48 sayidan birini secebilir. Boyle devam edersek,

49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44

farkli kolon oynamamiz gerekir.

Ayse Gazi yaniliyorsun! Bu daha ¢ok el sikisma problemine benziyor.
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Saymanin Temelleri

Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Ayse Eger senin soyledigin yontemi kullanirsak ayni kolonu birden

fazla kez oynayabiliriz. M

olsun. Bir sonraki seferde

mumkdin.

esela Ayse | Bora secmis
|7 23 T
Ayse | Bora |
3 7 olmasi

Cenk Peki 7, 23, 31, 34, 40 ve 48 sayilarindan olusan kolon bu
yontemle kac kez elde edilir?

sayilardan olusan kolon bu yontemle

O6x5x4x3x2x1

kez elde edilir.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

O halde 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44 kolon icerisindeki her bir kolon
6 x5 x4 x3x2x1 kez tekrar ettiginden

49 X 48 x 47 x 46 x 45 x 44

=1 1
6x5x4x3x2x1 3983816

farkl kolon soz konusudur.

Bu kadar kolonu oynamaya ne para yeter ne de zaman!
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Sayisal lotodan vazgecip Ayse, Bora, Cenk ve Derya bric oynamaya karar
verirler.

Cenk Bana yine ayni el geldi!
Derya Bu cok zor bir ihtimal!

Brig, bir deste (52 kart) kagidin oyunculara 13 er 13 er dagitilmasiyla
oynanan bir oyun olduguna gore,

Bricte kac farkl el s6z konusudur?

Ayse Loto probleminin bir benzeri: Cenk'in kartlari birer birer
aldigini diisiinelim. ilk kart destedeki 52 karttan herhangi
birisi olabilir. ilk kart ne olursa olsun ikinci kart kalan 51
karttan biri olabilir. Bdyle devam edilecek olursa 13 kart igin

52 x 51 x b0 x --- x40

farkl durum s6z konusudur.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Derya Ancak bu durumda her el yine birden fazla kez sayilmis olur.
Gergekten de Cenk elindeki kagitlari dizip kagitlar Ebru'ya
gosterse Ebru kagitlarin hangi sirada geldigini bilemez.
Tahmin etmeye calissa ilk kart icin 13, ikinci kagit icin 12, bu
sekilde devam edilse Cenk bu kagitlan

13x12x11x---x3%x2x1

farkh sirada almis olabilir. Bu durumda bricteki farkli el sayisi

52 x 51 x50 x --- x40
13x12x11x---x3x%x2x1

= 635013559 600

olur.
Gordiigiin gibi bu ihtimal gercekten ¢ok az.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Sonugta 6 davetli satrang oynamaya karar verirler (Ayse hakem olur).

Bu durumda birbirleriyle kac farkli mac yapabilirler?

g g
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Bora Bu problem daha 6nce tartistigimiz oturma diizeni ile ilgili
probleme benziyor. “6 kisi 6 sandalyeye kac farkh sekilde
oturabilir?” Bu sorunun cevabinin da 720 oldugunu
soylemistik.

Cenk Ancak ayni satranc tahtasi basindaki iki kisinin yer
degistirmesi bir seyi degistirmez. Bora nin sdyledigi say1 dogru
degil! Fazlal

Derya Hatta ayni iki kisi A masasinda da oynasa, B masasinda da
oynasa bir sey degismeyecektir.
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Saymanin Temelleri Ayse'nin Dogum Giinii Partisi

Ebru O halde bu 3 masa 3 x 2 x 1 degisik sekilde
yerlestirilebileceginden ve masalardaki kisiler iki degisik sekilde
oturabileceginden ayni ciftler 2 x 2 x 2 = 8 farkh oturus
sekliyle masada ayni magi yapacaklar.

Fahri Dolayisiyla ayni mag serisi icin 6 x 8 = 48 farkl yerlesim
diizeni miimkiindiir. Bdylece
6x5x4x3x2x1 720

:—:1
(2x2x2)x(3x2x1) 48 >

farkli sekilde mag yapabilirler.
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Saymanin Temelleri Kiimeler

Kumeler

Tanim

Nesnelerin bir (iyi tanimlanmis) topluluguna kiime denir. Bir kiimeyi
olusturan nesnelere ise bu kiimenin elemanlari denir.

@ Bir iskambil destesinde bulunan kartlar.

@ Ayse'nin dogum giinii partisine katilanlar (Bu kiimeyi P ile gosterelim).
@ 6 sayidan olusan sayisal loto kolonlari.

o R, gercel sayilar kiimesi. @, rasyonel sayilar kiimesi. Z, tam sayilar
kiimesi. Z., negatif olmayan tam sayilar kiimesi. N, pozitif tam
sayilar (dogal sayilar) kiimesi. (), bos kiime.

5\
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Saymanin Temelleri Kiimeler

A bir kiime ve b de bu kiimenin bir elemani ise bu durum b € A | elemani
degil ise b ¢ A seklinde gosterilir.

Bir A kiimesinin eleman sayisi |A| ile gosterilir (bazi kaynaklarda n(A)
gosterimi de kullaniimaktadir).

Buna gore |P| =7, |Z| = oo ve || = 0 olur.

Kiimeler
P = {Ayse, Bora, Cenk, Derya, Ebru, Fahri, Gazi}

seklinde elemanlari (kiime) parantez(i) igerisinde listelenerek ya da
P = {Ayse ve misafirleri}

seklinde sozle de tanimlanabilir.
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Saymanin Temelleri Kiimeler

Kiimeler ¢cogunlukla daha genis bir kiimenin bazi &zelliklerini saglayan
elemanlarinin toplulugu olarak tanimlanir.

Bu durum yine kiime parantezi ve “:" simgesi (bazen de | simgesi)
yardimiyla gosterilir.

{x€Z:x>0}=7Z4,
{x € P : x erkek} = {Bora, Cenk, Fahri, Gazi} = E
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Saymanin Temelleri Kiimeler

Bir A kiimesinin her elemani B kiimesinin de elemaniysa A kiimesi B
kiimesinin alt kiimesidir denir (A kiimesi B kiimesinin tiim elemanlarini
bulundurabilecegi gibi hi¢ birisini de bulundurmayabilir).

A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi ise bu durumu A C B seklinde
gosterecegiz.

Yukarida tanimlanan kiimelere gore,
ECP, 0)CNCZ,CZCQCR
olur.

A C B gosterimiyle A kiimesinin B kiimesinin alt kiimesi oldugu ancak B
kiimesinin tiim elemanlarini bulundurmadigi ifade edilecektir.

Dolayisiyla yukaridaki sayi kiimeleri icin kullanilan “C" simgesi “C”
simgesiyle degistirilebilir.
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Saymanin Temelleri Kiimeler

Verilen iki kiime yardimiyla yeni kiimeler tanimlayabiliriz:

o iki kiimenin arakesiti (kesisimi) her iki kiimeye de ait olan elemanlarin
kiimesidir. A ve B kiimelerinin arakesiti AN B seklinde
gosterilir.D = {x € P : x 21 yasindan biiyiik} = {Ayse, Bora, Cenk}
olsun. DN E = {Bora, Cenk} olur.

Arakesiti bos kiime olan kiimelere ayrik kiimeler denir.

@ iki kiimenin birlesimi ise elemanlari en az bu iki kiimenin birinde olan
kiimedir. A ve B kiimelerinin birlesimi AU B seklinde gosterilir.

D U E = {Ayse, Bora, Cenk, Fahri, Gazi}

@ A ve B kiimelerinin farki ise A kiimesine ait olup B kiimesine ait
olmayan elemanlarin kiimesidir.

D\E = {Ayse}
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Saymanin Temelleri Kiimeler

@ A ve B kiimelerinin simetrik farki ise yalnizca A ya da yalnizca B
kiimesine ait olan elemanlarin kiimesidir. A ve B kiimelerinin simetrik
farki AAB ile gosterilir.

DAE = {Ayse, Fahri, Gazi}

Kiimeler iizerindeki kesisim, birlesim ve fark islemleri sayilar iizerindeki
toplama, carpma ve cikarma islemlerine benzer.

Sayilar iizerindeki bu islemlere benzer olarak kiimeler iizerindeki islemler de
bazi kurallara uymak zorundadir. Ornegin,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (1)

olur.
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Saymanin Temelleri Kiimeler

(1) esitliginin dogrulugunu gostermek icin esitligin sol tarafindaki keyfi bir
elemanin esitligin sag tarafindaki kiimeye ait oldugunu ve esitligin sag
tarafindaki keyfi bir elemanin da esitligin sol tarafindaki kiimeye ait
oldugunun gosterilmesi gerekir.

x€AN(BUC)ise xe€ Avexe€ BUC olur.
x € Ave x € B veya x € C olur.

@ xe Bisexe AN B olur. O halde x e (AN B)U (AN C) dir.
@ xe Cisexe ANC olur. O halde x € (AN B)U (AN C) dir.
Benzer sekilde,

xe€(ANB)U(ANC)ise x € (ANB) veyax € (AN C)

olur.
o xc(ANB)isexcAvexeB=xcAvexecBUC=
xe An(BUC).
oxc(AnC)isexcAvexeC=xcAvexeBUC=
xe An(BUC).
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Saymanin Temelleri Kiimeler

Bu yéntem yerine Venn semalari da kullanilabilir.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Alt Kiimelerin Sayisi

n elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin sayisi nedir?

Eleman sayisi az olan kiimeleri inceleyerek baslayalim:
Kime ‘ Alt kiimeleri

0 0

{a} 0, {a}

{a,b} | 0,{a}, {b}, {a b}

{a,b,c} | 0. {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c} {a,b,c}

Eleman Sayisi ‘ 0
Alt kiime sayisi ‘ 1

1 2 3

2 4 8

Yukaridaki tabloya bakarak n elemanli bir kiimenin 27 tane alt kiimesi
oldugu tahmin edilebilir.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Bu tahminin dogru oldugunu gdstermek hi¢ de zor degildir.
ai, as,...,an, nelemanl bir A kiimesinin elemanlari olsun. A kiimesinin
keyfi bir alt kiimesi icin:

@ a; bu alt kiimeye ait olabilir veya olmayabilir. iki olasilik var.

@ a; bu alt kiimeye ait olsa da olmasa da a, nin bu alt kiimeye ait
olmasi icin yine iki olasilik s6z konusudur.

O halde sadece a; ve ay nin bu alt kiimeye ait olup olmamasi igin
2 -2 = 4 farkl durum sdz konusudur.

@ Benzer sekilde a3 iin alt kiimeye ait olup olmamasi icin iki durum s6z

konusudur. Bu durumda ay, a» ve asz icin 4 - 2 = 8 durum séz konusu
olur.

@ Bu sekilde devam edilecek olursa n elemanh bir kiimenin tiim alt
kiimelerinin sayisi 2" bulunur.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

n elemanh bir kiimenin alt kiimelerinin sayisi 2" dir.

£ ey
& ? fﬁ? l

E H
; Yy
|(abc}| |{ab}| |{a,(}| I)c

Sekil: {a, b, c} kiimesinin alt kiimelerinin segimi icin karar agac

0
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Alt kiimeleri numaralandirmak

Verilen bir kiimenin tiim alt kiimelerini 0,1, 2, ... seklinde nasil
numaralandirabiliriz?

1. Yontem 0 ile baslayip 6nce tek elemanl alt kiimeleri sonra iki elemanh
ve bu sekilde devam etmek. Ornegin, A = {a, b, c} kiimesinin
alt kiimeleri

0. 1. 2. 3. 4.
0 {a} {b} {c} {ab}
seklinde numaralandirilabilir.

2. Yontem Sézliik siralamasi. Kiime parantezlerini ve virgiil isaretlerini
kaldirarak

0. 1. 2. 3. 4. 5 6. T.
@ a ab abc ac b bc c

seklinde numaralandirilabilir.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Ancak her iki ydntemde ilk basta sorulan soruya kolay bir cevap vermiyor.
Ornegin, 10 elemanli bir kiimenin 233. alt kiimesini yazabilmek icin
yukaridaki listelerin olusturulmasi gerekir.

3. Yontem Bu yontemi A = {a, b, c} kiimesi iizerinde agiklayalim:
Eger bir eleman bahsedilen alt kiimeye ait ise bu elemanin
pozisyonunu 1 alt kiimeye ait degilse 0 ile gosterelim. Ornegin
{a, c} alt kiimesi igin 101 gosterimini kullanalim.

Bdylece A kiimesinin her alt kiimesi lic karakter
uzunlugundaki bir karakter dizisi (string) ile kodlanmis olur.

Tersi de dogrudur. Yani, her {i¢c karakterlik 0 ve 1 den olusan
karakter dizisine A kiimesinin bir alt kiimesi karsilik gelir.

0
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Onluk sistem Ikilik sistem Uc karakterlik kod Alt kiime

0 0 000 0
1 1 001 {c}
2 10 010 {b}
3 11 011 {b,c}
4 100 100 {a}
5 101 101 {a,c}
6 110 110 {a, b}
7 111 111 {a,b,c}

Artik 10 elemanli bir kiimenin 233. alt kiimesini hemen yazabiliriz.
233 = (11101001); oldugu hemen goriilebilir. Kiime 10 elemanli
oldugundan karsilik gelen kod 0011101001 olur. O halde 233. alt kiime

{33) ds, ds, dy, 310}

olur.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Sayisi

Yukaridaki durumu genellestirebiliriz. n elemanli bir kiimenin alt kiimelerini
yukarida yaptigimiz gibi tam sayilarla eslestirelim.

= (0)2 = 0
1 = (1)2 =4 {an}
X = (111...1)2 = {31732,...73,,}
n tane
olsun. O halde
x=2042t 422 4. 4ol =0
bulunur.

Boylece toplam alt kiime sayisinin 2" oldugunu bir baska sekilde daha
kanitlamis olduk.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

2100

Artik 100 elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin sayisinin oldugunu

biliyoruz. Bu oldukga biiyiik bir sayr ama ne kadar biiyiik?

2100

sayisinin kagc basamagi vardir?

Bilgisayar ya da hesap makinesi kullanmadan bu sorunun yanitini verebilir
miyiz?
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

2=8 < 10
3)33 33

(2])7 < 10
210 < 2.10%

O halde 2190 en fazla 34 basamaklidir.

Diger taraftan,
210 — 1024 > 1000 = 103

10 10
(2') (10%)
2100 > 1030

V

yani 2100 en az 31 basamaklidir.

Bu bize yaklasik bir tahmin verebilir. Ancak, biraz hesapla tam basamak
sayisini bulabiliriz.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

Eger bir sayi k basamakli ise bu sayr 105~ sayisi ile 10% sayisi arasindadir
(104! e esit olabilir ama 10 dan kesin kiiciik olur).
2100 savisinin k basamakli oldugunu kabul edelim. Bu durumda

esitsizligini saglayan k sayisini bulmaliyiz. 10 tabaninda logaritma alirsak,

(k—1)log1l0 < 100log2 < klog10
k—1 < 100log2 < k

olur.
Boylece k — 1 tam sayisi 100 log 2 sayisinin tam degeri olur. Buradan,

k —1 = [100log 2] = [30.10299] = 30

ve k = 31 bulunur ( log2 ~ 0.3010299957 ).
O halde say1 31 basamakhdir.
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

Alistirma (1.4.1)
100

sayisi ikilik sistemde yazildiginda kag bit (digit) bulundurur?

22 =2%, 2 —o% 2o
2 2 2
100 kez

oldugundan 2% = (1000...0), bulunur.
101 digit
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Saymanin Temelleri Alt Kiimelerin Yaklasik Sayisi

Alistirma (1.4.2)

2™ nin basamak sayisi icin bir formiil bulunuz.

2" sayisi k basamakli olsun. Bu durumda daha 6nce anlattigimiz gibi

1071 < 27 < 10k
(k—1)logl0 < nlog2 < klogl0
k—1 < nlog2 < k

olur. Buradan k —1 = [nlog2] ya da
k =[nlog2] +1

bulunur.
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Saymanin Temelleri Diziler

Diziler

Yukarida bir kiimenin alt kiimelerini, 0 ve 1 lerden olusan string ifadeler ile
kodlamistik. Benzer olarak n karakter uzunlugundaki bir string ifadeyi baska
sembollerle de olusturabiliriz.

Ornegin, 0 ve 1 yerine a, b, ¢ kullanilacak olursa, n karakter uzunlugunda ve
birbirinden farkli 3" string ifade elde edilmis olur.

Asagidaki teorem bunun bir genellemesidir.

k farkl eleman ile olusturulan n karakter uzunlugunda birbirinden farkl
string ifade sayisi k" olur.
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Saymanin Temelleri Diziler
Ornek

isim E/K gg/aalyy il kodu
oo 00 Oo/oo/o0 O0d
Isim : 298 (G harfi ile baslayan isimleri géz ardi ediyoruz)
Cinsiyet : 2

Dogum Tarihi: 12
31 (31.02 gibi tarihleri goz ardi ediyoruz)
100

il kodu: 81

O halde elde edilebilecek farkli string sayisi

20%.2.12-31-100 - 81 = 3014684983068170400

olur.
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Saymanin Temelleri Diziler

Teorem

ilk karakteri k; farkli sembol, ikinci karakteri ks farkli sembol, ve benzer
sekilde n. karakteri ise k, farkli sembol kullanilarak olusturulan n karakter
uzunlugundaki bir string ifade icin

ki - ko kp

farkh durum s6z konusudur.

n basamakli ve negatif olmayan kac farkli tam sayi yazilabilir?
Sayinin n basamakli olmasi i¢in en soldaki basamaginin 0 dan farkli olmasi

gerekir. Yani, soldaki basamak 1,2,...,9 rakamlarindan birisi olabilir. Diger
basamaklar ise 10 rakamdan herhangi biri olabilir.O halde cevap
olur.
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Saymanin Temelleri Permiitasyonlar

Permiitasyonlar

Ayse'nin dogum giinii partisinde davetlilerin sandalyelere kac farkli sekilde
oturabilecegini incelemistik.

Sandalyeleri 1,2, ..., n seklinde numaralandirdigimizi diisiinelim. Bu
durumda n kisiyi bu sandalyelere

n-(n—1)-(n—=2)---2-1=nl

farkh sekilde yerlestirebiliriz (dizebiliriz).
(n!, n objenin farkl dizilimlerinin (permiitasyonlarinin) sayisi)

n objenin farkl dizilimlerinin (permiitasyonlarinin) sayisi n! olur.
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Saymanin Temelleri Permiitasyonlar

a b c
2

7 ~

a c a b

b c
/ /
m

Sekil: {a, b, ¢} kiimesinin permiitasyonlari icin karar agaci

Aciktir ki, n elemanli bir kiime icin en lstteki diigiimden cikan ok sayisi da
n olacaktir. Dolayisiyla bir sonraki seviyede n diigiim yer alacak ve bu
digimlerin her birinden n — 1 tane ok cikacaktir. Bu sekilde devam edilecek
olursa en alt seviyede n! digiim yer alir.
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Saymanin Temelleri Sirali Alt Kiimelerin Sayisi

Sirali Alt Kiimelerin Sayisi

100 atletin katildigi bir yarista ilk 10 atletin derecesi dikkate alinacaktir.
Buna gére yanista ilk 10 atlet icin kag farkli siralama s6z konusu olur?

1. (2 |3 ]...110
10099 |98 | ... | 91

O halde cevap
100-99-98---91

olur.
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Saymanin Temelleri Sirali Alt Kiimelerin Sayisi

Soruyu genellersek: n atletten ilk k tanesi kag farkli sekilde siralanir?

n elemanli bir kimenin k elemanli alt kiimeleri

n(n—1)(n—2)---(n—k+1)

farkli sekilde siralanir.

Diger taraftan

olur.

0
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Saymanin Temelleri = Verilen Biiyiiklitkte Alt Kiimelerin Sayisi

Teorem

n elemanh bir kiimenin k elemanh alt kiimelerinin sayisi

n(n—1)---(n—k+1) n!

Kl Ki(n— k)!

olur.

A\

Kanit.

Az once n elemanli bir k[jmenin'k elemanl alt kiimelerinin

n(n—1)---(n—k+1)= ﬁ farkli sekilde siralandigini soyledik.
n—k)!

Burada siralamanin 6nemi olmadigindan, her bir alt kiime birden fazla kez
sayllmis olur (Ayse'nin partisinden biliyoruz ki, aslinda her bir k elemanl alt
kiimeyi k! kez saydik). Bu durumda hicbir siralama yapmaksizin k elemanli
alt kiimelerin sayisi

n(n—1)---(n—k+1) n!

= olur.

Kl Ki(n— k)!
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Saymanin Temelleri Verilen Biiyiikliikte Alt Kiimelerin Sayisi

!
<n> = M(ni (n nin k i kombinasyonu)

4
Sayisal lotoda farkli kolonlarin sayisi: <69>
Partideki el sikisma sayisi: (;)

(Z) sayilarina binom katsayilari da denir (daha sonra detayl olarak

inceleyecegiz).

=1 n elemanli bir kiimenin bir tane n elemanh alt kiimesi vardir.
n

<g> =1 n elemanl bir kiimenin bir tane 0 elemanl alt kiimesi vardir ()

(8) =1 Yukardaki ifade 0 icin de dogrudur.
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Saymanin Temelleri Verilen Biiyiikliikte Alt Kiimelerin Sayisi

Teorem

Binom katsayilar asagidaki 6zdeslikleri saglar:
n\ n
k) — \n—k
n\  (n—1 n n—1
k) \k-1 k

2" =
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Saymanin Temelleri Verilen Biiyiikliikte Alt Kiimelerin Sayisi

Once (2) 6zdesligini kanitlayalim.
S kiimesi n elemanli bir kiime olsun.

(2) esitliginin sol tarafi S kiimesinin k elemanli alt kiimelerinin sayisini, sag
tarafi ise n — k elemanli alt kiimelerinin sayisini gosterir.

Bu iki sayinin esit oldugunu gérmek icin her bir k elemanh alt kiimenin
n — k elemanli alt kiimeye karsilik geldigini gormeliyiz.

n — k elemanli alt kiimeleri k elemanl kiimelerin S icindeki tiimleyenleri
oldugundan bu kiimelerden esit miktarda olmasi gerekir. O
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Saymanin Temelleri Verilen Biiyiikliikte Alt Kiimelerin Sayisi

Simdi de (3) 6zdesligini kanitlayalim:

n 1 +1
k(n—k) n—k k

esitliginden yararlanirsak (bu esitligin her iki tarafini (n — 1)! ile carpip,
(k—1)I(n— k —1)!ile bolersek),

(:) - k!(nn! KN (k (’17)!_(,1)! I k!(r(7n_k1)! 1)!
)0

sonucuna ulasiriz.
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Saymanin Temelleri Verilen Biiyiikliikte Alt Kiimelerin Sayisi

Son olarak (4) 6zdesligini kanitlayalim:

0 ele- 1 ‘ele- 2 ele n-1 n ele-

manh manlh manli elemanl manli

alt ki- alt ki- alt  ki- alt k- alt  ki-

melerin melerin melerin melerin melerin

sayisl sayisl sayisi sayisl sayisl
2n
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Saymanin Temelleri Alistirmalar
Alistirma

“KALABAK" sozciigiindeki tiim harfler kullanilarak,
@ Anlamli ya da anlamsiz kac farkh kelime elde edilebilir?

Cozim

Eger tiim harfler birbirinden farkli olsaydi. 7 karakterin farkl dizilimlerinin
sayisinin 7! oldugunu hemen sdyleyebilirdik.

Verilen sozciikte 3 tane “A”, 2 tane de “K" harfi bulundugundan ve bu
harflerin kendi igerisinde yer degistirmesinin elde edilen kelimeyi
degistirmeyecegi diisiiniilecek olursa, cevap

7!

olarak elde edilir.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar
Alistirma

“KALABAK" sozciigiindeki tiim harfler kullanilarak,

© Elde edilen bu kelimelerden ka¢ tanesinde iki “A” harfi yan yana olur
(ti¢ “A” harfi yan yana oldugunda da iki “A” harfi yan yana gelmis
olur)?

Cozim

| A\

iki “A” harfini birlestirip bunu A ile gésterelim. Bu durumda elimizdeki
harfler KALBAK olur. Yukaridan bu harflerle elde edilebilecek anlamli ya da
anlamsiz kelimelerin sayisinin g—i (A ile “A" farkh harfler gibi diistiniilecek
olursa) oldugunu sdyleyebiliriz. Fakat “A" ile “A” harfi yan yana geldiginde
(yani ii¢ “A" yan yana geldiginde) bu harflerin kendi icinde yer degistirmesi
elde edilen kelimeyi degistirmez. Bu nedenle yukaridaki sayidan ii¢ tane “A”
harfinin yan yana geldigi durumlarin sayisini ¢ikartmaliyiz. Bdylece cevap
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Saymanin Temelleri Alistirmalar
Alistirma

“KALABAK" sozciigiindeki tiim harfler kullanilarak,

© Elde edilen bu kelimelerden kag¢ tanesinde iki “A” harfi yan yana
gelmez?

| A\

Cozim

Elbette yukaridan cevabin 420 — 300 = 120 oldugu agiktir. Soruyu
yukaridan bagimsiz olarak diisiiniip ¢cdzelim.

KALABAK sézciigiindeki “A" harflerini ¢ikarirsak, icerisinde iki tane “K"
harfli olan 4 harfli bir sézciik kalir. Bu sozciikten g—i farkh sozciik elde
edilebilir. Simdi .K.L.B.K. ifadesinde “." ile isaretlenen yerlerden ii¢ tanesini
secip buralara “A" harflerini koyarsak, “A" harfleri yan yana gelmemis olur.
Bu secimi de (g) farkli sekilde yapabilecegimizden cevap

41 (5
() =12
3i(s) =12

olur.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Alistirma

“BASKETBOL" sozciigiindeki harfler birer kez kullanilarak olusturulabilecek
9 harfli anlamli ya da anlamsiz tiim kelimeler icinden kag tanesinde tam
olarak iki tane uinli (sesli) harf yan yanadir?

Not: “A”, “E" ve “O" iinlii (sesli) harflerdir. Diger taraftan, BSKTAEBOL
istenen tiirde bir kelimeyken, BESKATBOL, BAEOSKTBL, vb. istenen
tiirden degildir.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Cozim (I. Yol:)
Sesli harfleri cikarip, “A” ve “E” harflerini tek bir harf gibi diisiinecek
olursak, B,,S,K,T,B,L ile hic bir kosul olmaksizin anlamli ya da

. . . . 7! . . " " -
anlamsiz iiretilebilecek kelimelerin sayisi - olur (iki tane “B" harfi

oldugundan). Tam olarak iki sesli harfin yan yana olmasi istendiginden kalan
“O" sesli harfi icin ise asagida e ile isaret edilen 6 yerden biri uygundur.

oBSoKoToBoLo

Ayrica, 3 sesli harf biri ikili digeri tek olacak sekilde iki gruba 2 - (g) farkl
sekilde ayrilabilir (ikilinin kendi icinde yer degistirmesini de sayiyoruz).
Boylece cevap,

71 71
—.6-2- <3> :622— [= 90720]

olur.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Gozim (1. Yol:)

Hic bir kosul olmasaydi verilen kelimedeki harflerle iiretilebilecek anlamli ya
da anlamsiz kelime sayisi % olurdu. Bu sayidan herhangi iki sesli harfin yan
yana gelmedigi ve ii¢ sesli harfin yan yana geldigi durumlar ¢ikartirsak, tam
olarak iki tane sesli harfin yan yana geldigi durumlarin sayisini buluruz.

Herhangi iki sesli harfin yan yana gelmedigi durumlarin sayisini bulmak icin
sesli harfleri cikaralim. Kalan B,S,K,T,B,L sessiz harfleri ile
olusturulabilecek tiim farkl kelimelerin sayisi % olur. Sesli harfleri ise
asagida e ile gosterilen 7 pozisyondan 3'iine yerlestirelim.

eBeSeKeTeBele

Bu durumda iki ve ii¢ sesli harf yan yana gelmemis olur. Sesli harflerin kendi
arasinda yer degistirebilecegi de hesaba katilirsa bu sekildeki kelimelerin
sayisi (5) - S5 - 3! olur.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Coziim (11. Yol:)

Simdi li¢ sesli harfin yan yana geldigi durumlarin sayisini bulalim.

3 sesli harfi tek harf gibi diisiinecek olursak, | AEQ|B,S,K,T,B,L harfleri ile
olusturulabilecek kelime sayisi ;—: - 3! olur (sesli harfler kendi icinde de yer
degistirebilir).

Boylece cevap

9l 7 !

— — 6— 31 — — .31 = 181440 — 75600 — 15120 = 90720
21 3 21

elde edilir.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Altisar kisilik ve 6zdes olmayan iki yuvarlak masaya 12 kisi kac farkli sekilde
oturabilir?

Coziim

| A\

Birinci masada oturacak 6 kisi (162) farkli sekilde secilir. Geriye kalan 6 kisi
ise ikinci masada oturur.

Masalardaki kisiler de (6 — 1)! farkli sekilde masalarda oturabileceginden
cevap

(162) (512 [= 13305600]

olur.
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Saymanin Temelleri Alistirmalar

Coziim

Her seferinde ya bir birim Saga ya da

Her seferinde bir birim saga ya da bir birim Yukar gidilebileceginden ve

yukari gitmek kosuluyla A B noktasina ulasabilmek icin 6 kez
noktasindan B noktasina kac saga, 5 kez de yukari gidilmesi
farkl sekilde gidilebilir? gerektiginden

.m 555555 YYYYY
——
. - 6 tane 5 tane
11 tane

karakterlerinin her bir dizilimi bize A
noktasindan B noktasina bir yol
verecektir. Bu karakterler de

farkli sekilde siralanir.

58/58 AYRIK MATEMATIK 2014-2015 Anadolu Universitesi N



	Saymanın Temelleri
	Ayse'nin Dogum Günü Partisi
	Kümeler
	Alt Kümelerin Sayısı
	Alt Kümelerin Yaklasık Sayısı
	Diziler
	Permütasyonlar
	Sıralı Alt Kümelerin Sayısı
	Verilen Büyüklükte Alt Kümelerin Sayısı
	Alıstırmalar


