1.4. Reel (Gergel) Degerli Fonksiyon Dizileri

Simdi 6nemli bir dizi tiirii olan (gergel) degerli fonksiyon dizilerini ele alalim. Butiir
diziler hem teorik hem de uygulama boyutu agisindan oldukg¢a onemli olan dizilerdir. Ige
tanimiyla baglayalim.

Tanim 1.10.

(i) Her n € N,,, olmak iizere, bog kiimeden farkl bir I C R kiimesinden R kiimesine
tanimlanan fonksiyonlara reel (gercel) degerli fonksiyon dizisi veya kisaca fonksiyon dizisi
ad1 verilir.

Dizilerdeki gosterim tarzimiz geregi,

(un(x)) , (un(a:))n:m , (un(m))zo:m , (un(x))m veya (un(a:)):no

seklindeki gosterimlerinden herhangi biri ile gosterildigi gibi “fonksiyon dizisi” sozciikleri
ile beraber u,(x) genel terimiyle de ifade edilir.

O halde, bir fonksiyon dizisinin u,(z) : I — R geklindeki bir fonksiyonu ifade edecegi
aciktir. Dogal olarak, verilen her bir (un(a;)):: fonksiyon dizisinin, her n € N,,, ve her
x € I C R tanimh olmasi gerektiginden dolayi, ilgili m dogal sayisinin ve I kiimesinin
uygun olarak belirlenmesi esastir. Aksi taktirde fonksiyon yapisim bozacak (tanimsizlik
gibi) bir durumla karsilagilabilinir.

(ii) Bir (un(sc))m reel (gergel) degerli fonksiyon dizisi verilsin. Yine dizilerde be-
lirttigimiz gibi
(tn (@), s (&), i (@), -+t (), )

veya

{um(x), U1 (2), U2 (), -+ s Un1 (), -+ - }

seklindeki agik formu da gerektiginde kullanilabilir. Dogal olarak, u,,(z)’lerin her biri
ilgili fonksiyon dizisinin birer terimi olacaktir. Bunlar da sirasiyla ilgili fonsiyon dizisinin
1. terimi, 2. terimi, ..., n. terimi (veya genel terimi) seklinde adlandirilr.

Ornek 1.12.

a) (un(x))m = (z/n) gibi bir reel (gergel) degerli fonksiyon dizisi igin ilgili m bir dogal
sayis1 m € Nt olacak sekilde her bir dogal say1 secilebilir. Ayrica, ilgili 2 bilinmeyeni her
z €1 C R icin se¢im de miimkiinolmahdir. Ornegin; I = (—1,1), I = [-3,3], I = (—o0, 5],
I=[-5,00), --- gibi. Eger agik forma gerek var ise, bu da

(u(z)), = (z/n), = (u1(x), us(x),us(x), - un(z),---) = (2/1,2/2,2/3,-- ,x/n,--)



seklindeki u,(z) : I CR = R, u,(x) = £ fonksiyonu olacaktir.

b) (w)) = (n/x) gibi bir reel (gergel) degerli fonksiyon dizisi i¢in ilgili m her bir
dogal sayis1, yani m € N olacak sekilde secim yapilabilir. Ilgili  bilinmeyenin secimi de

payda meselesinden dolay1 her z € I C R — {0} olacak sekilde segimle miimkiin olur.
Ornegin; I = (—4,0), I = [-13,-3], I = (—o00, —5], I = [5, ), --- gibi. Eger agik forma
gerek var ise, bu da

(U’n(x))(] = (n/‘x)g = (ul(m)v ”L@(l‘), Ug(l'), e ,’U/n<x>, te ) = (O/I7 1/.3(,’, 2/'7"7 to ,n/x, c )
seklindeki u,(7) : TCR — {0} = R, u,(r) = 2 bir fonksiyonu olacaktir.

Algtirmalar 1.10. Asagida gesitli (reel) say1 dizileri verilmistir. Her biri igin 6nce uy-

gun bir m dogal sayisin1 ve birkag¢ I kiimesi belirleyiniz ve ardindan da agik formlarin
belirleyiniz.

(55) s (nz) . (@) G) o () (—2), (n=va), (™), (&)
()« () (A =2)") . () » (i) s (sin(R) o (@) s (5) -

Herhangi bir I C R kiimesi tizerinde tanimh olarak verilen bir (u,(z)),, gibi bir fonksi-
yon dizisinin genel terimi olan u, (x) fonksiyonunun sinirliligi bazen 6nem tagiyabilmektedir.
Literatiirde baz1 6zel isimlerle adlandirilan bu sinirlilik durumlarimi vurgulamakta fayda
gormekteyiz.

un(z) : I — R genel terimli bir (u,(x)),, fonksiyon dizisi her n € N,,; ve her x € [ igin
[fa(@)] S M, [fa(2)] < M(2), |ful@)] < M(n) ve | fo(z)] < M(n, 2)

gibi simirlamalarla kargilagabilmekteyiz. Bu ders ve paralelinde, ozelliklle M(n) ve M(x)
seklindeki siirlamalar bizler i¢in 6nemli olabilmektedir. Bu durumlar1 érneklendirmek
istersek:

Ornek 1.13.

a) I = [-6,5] ve (%)1 olsun. o zaman, |—| % < |T 6 olacak sekilde bir pozitif
M = 6 sayist ile sinirlanabilmektedir.

b) I =[—1,00) ve (%), olsun. O zaman, 1Z| = %' < % < |z| olacak sekilde bir M(z)
fonksiyonu ile smlrlanablhr

c) I =(0,1) ve (I%n)1 olsun. o zaman, |x+n| = |x|i|n| = x‘ﬂn < % <l|lz| =2 <1
gozontine ahnlrsa kargimiza gikabilecek problemlerin ruhuna gére; M(z,n) = £, M(x) =

z, M(n) = 5 veya M < 1 gibi sinirlanacagr da mtumkiindiir.
2| = ||

¢) I=(0,00) ve (57), el =
ilgili stmirliik M(z) = 2 seklinde olmak zorunda olur.

< 2 < z olur. Bu durumda da,



d)I=[-1,1] ve (i)l olsun. O zaman, | L } = el < e < + seklindeki bir

124’,”2 $2+ﬂ,2 x2+n2 — x2+n2
1 1

siirlama da olabilir. (Burada, ;- = ; < 1 seklinde ki bir bir sinirlama da yapabilirdik!)

Taktir edersiniz ki verilen bir fonksiyon dizisi tanimli oldugu I C R kiimesinden alinan
baz1 z( sayilar igin yakinsak ya da raksak olabilir. Eger, bir zy € T i¢in (x,,) = (fn(%0))o
yakinsak ise o diziye xy noktasinda yakinsaktir denir ve benzeri olarak bir xzo € I igin
(xn) = (un(z0))n, waksak ise o diziye xy noktasinda iraksaktir denir. Eger, her z € I
i¢in (uy,(2))y, dizisi yakinsak ise o diziye I kiimesi {izerinde yakinsaktir ve yine her z € I
icin (uy,(x))n, dizisi wraksak ise o diziye I kiimesinde 1raksaktir denir. Simdi butiir, yani
fonksiyon dizilerinin yakinsama durumlarini ele alalim.

Onemli konulardan biri olan say1 dizilerinin limitlerinden (veya yakimsakliklarindan)

bahsetmistik. Elbette ki bu kavran fonksiyon dizleri i¢in de oldukg¢a 6nemlidir. Fonksiyon
dizileri igin de her = € I gibi reel sayilarimin se¢imiyle dogal olarak (z,,) = (fu(2))m gibi
reel (gercel) say1 dizileri ile kargi kargiya gelecegimiz agiktir. Boylesi bir durumda, herbir
x € [ sayisinin segimiyle elde edilen say1 dizilerinin elbette ki bir limiti s6z konusu olabillir.
Diyelim her z € [ igin (z,) = (f.(x)) say1 dizisinin bir limiti var ve x’e gore degigebilecek
bu limitin de f(z) gibi bir fonksiyon olacagini diigiinelim. Bu durumda, ( f,,(x)) fonksiyon
dizisinden daima bir f : I — R fonksiyonunu elde ederiz. Boylesi bir durumda, elde edilen
bu f(z) fonksiyonu ilgili fonksiyon dizisinin bir limitinin olabilmesi s6z konusu olur. Oyle
de diyecegiz. Tabii ki bu limitler herbir x € I icin elde edilecegi icin, ilgili limit yerine
noktaya gore degisen bir limit, kisacas1 ”noktasal limit” soziinii kullanmay1 tercih edecegiz.
Simdi, fonksiyon dizileri i¢in oldukc¢a 6nemli olan bu kavramlar: tanimlayalim.
Tanim 1.11. Herhangi bir I kiimesinden R kiimesine giden ve tanimli olan bir ( fn(x))m
fonksiyon dizisi verilsin. Eger her « € I i¢in (f,(z)) (reel say1) dizisinin bir limiti varsa
ve bu da f(z) gibi fonksiyon ise, (f.(z)) fonksiyon dizisi f(z) fonksiyonuna noktasal
yakinswyor denir ve bu durum her z € I i¢in

fo(x) = f(x) (n— 00 iken) veya lim, o fu(z)= f(x)

seklinde gosterilir. Bazen de, ozellikle noktasal yakinsamay1 vurgulamak adina,

fn(x) LGN f(z) (n— ooiken) veya lim, o fn(x) @ f(x)
seklindeki gosterimler de kullanilabilir.

Dizilerden hatirlayacaginiz gibi, aranan N dogal sayisinin € > 0 keyfi sayisina gore
belirlendigi ve bu durumu da sik stk N = N(e) seklinde gosterdigimizi belirtmigtik. Bu-
rada ise, yani fonksiyon dizilerinde aranan N dogal sayisinin belirlenmesi hem € > 0 keyfi
sayisina hem de x € T C R sayisina gore degisecegi aciktir. Dogal olarak, ilgili dogal
say1t N = N(x,¢) veya N = N(x) seklindeki gosterimle de belirtilmesi s6z konusu olabil-
mektedir. Bu her iki gésterim durumu, fonksiyon dizilerinin limitinde oldukg¢a onemldir.
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Oncelikli olarak, noktasal yakmsamaya iliskin bazi 6rneklerle ise baglamakta fayda bulun-
maktadir.

Ornek 1.14.

a) ( fn(:c))m = (%)m fonksiyon dizisi i¢in m > 1 dogal say1sini se¢imi sikint1 olugturmaz.
Bu durumda, her n € N* igin ve herhangi bir I C R kiimesindeki her bir z igin £ — 0
oldugu kolayca agiktir. O halde, £ RNy veya lim, o frn() ™0 dur,

b) ( fn (x))m = ( 2 )m fonksiyon dizisi i¢in de m > 1 se¢imi uygun olur. Bu durumda,

n+l
her n € Ny i¢in ve herhangi bir I C R kiimesindeki her bir z i¢in ;%5 — x oldugu kolayca

gortiliir. O halde, —5 x veya lim,, = x dir.

n+1 n+1

c) ( fn(a:))m = (cos(%))m fonksiyon dizisi i¢in de yine m > 0 se¢imi yine uygun olur.
Bu durumda, her n € N* i¢in ve herhangi bir I C R kiimesindeki her bir z igin £ — 0

olacagina gore ve cos(¥) — cos(1) dir. O halde, cos(?%) LN cos(1) veya lim,,_,o cos(%) 2

cos(1) olur.

Aligtirmalar 1.11. Asagida gesitli reel (gergel) fonksiyon dizileri verilmistir. Her biri i¢in
once uygun bir m dogal sayis1 ve I kiimesi olugturunuz sonra da noktasal yakinsamalarini
aragtiriniz.

(22) s (na®) (") ()5 () (i), () (we™) s ()
Gz1) . (59 (o) () Gee) s Gingim)) s (7)) (39) -

Noktasal yakinsamada 6nemli bir problem kendini bazen (verilen fonksiyon dizisinin
noktasal yakinsamasini aragtirirken) gostermektedir. Bazen verilen bir fonksiyon dizisi il-
gili I kiimesinde herbir n dogal sayis1 icin siirekli iken, noktasal olarak yakinsadigi fonksi-
yon ise I kiimesinde siirekli olmayabilir. Demek ki “ siirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal
limiti olan fonksiyon stirekli olmak zorunda degil” olusudur. Bu durum i¢in, I = [0, 1] ve
n > 0 olmak tlizere agagida verilen fonksiyon dizisi i¢in agiktir:

T ) ] 0, egerxz#1ise
fulz) == —>f($)_{1 , eger r =1 ise

Dizilerde bilmig oldugumuz bazi temel onermeler elbette ki fonksiyon dizileri i¢in de
gecerli olacaktir. Asagida bazilar: ispatsiz verilmistir.

Teorem 1.4. Hehangi bir I kiimesinden R kiimesine tammlanan (f,,(x))m ve (gn(2))m
fonksiyon dizileri sirasiyla f(x) ve g(z) fonksiyonuna noktasal yakinsasin ve « ile 3 ska-
larlar1 verilsin. Bu durumda asagidaki énermeler daima dogrudur.

(i) a(fu(z)) = (afn(x)) fonksiyon dizisi de af(z) fonksiyonuna noktasal yaknsar.
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(ii) a(fu(z)) + B(gn(z)) = (afa(z) + Bgn(x)) fonksiyon dizisi de af(z) + Bg(z)

fonksiyonuna noktasal yakinsar.

(iii) (fn(2))(gn(x)) = (fa(z)gn(z)) fonksiyon dizisi de f(z)g(x) fonksiyonuna noktasal
yakinsar.

(iv) (1/fa(z)) fonksiyon dizisi de 1/f(z) fonksiyonuna noktasal yakmsar. (Tabii ki
her x € [ ve her n € N, i¢in f,,(x) # 0 ve f(z) #0.)

(v) (fn(2)/gn(2)) fonksiyon dizisi de f(z)/g(z) fonksiyonuna noktasal yakimsar. (Tabii
ki her x € I ve her n € N,, icin g,(x) # 0 ve g(z) # 0.)

Noktasal yakimsamada ilgili f(z) fonksiyonunun verilen aralikta siirekli olmadigim
belirtmistik. Boylesi problemden dolay1, fonksiyon dizilerinin uygulamas: agisindan bekir-
tilen problem oldukca sikintili bir durumdur. Simdi uygulama boyutundaki bu problemi
halletmek icin agagidaki tanimi verelim.

Tanim 1.12. [ kiimesinden R kiimesine tanimlh bir ( fn(x))m fonksiyon dizisi noktasal
yakinsayan, yani f,(z) dizisi bir f(z) fonksiyonuna noktasal yakinsayan bir dizi olsun. Bir
€ > 0 sayis1 verildiginde oyle bir N dogal sayis1 var ve bunu gegen her n € N ve her z € I
igin | f.(x) — f(z)| < ¢ oluyorsa, (fu(z)),  fonksiyon dizisine, yani f,(z) fonksiyonu f(z)
fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir ve bu durum genellikle

Ful@) D £(2) (n— oo iken) veya  lim, o fu(z) 2 f()
seklinde gosterilir.

Ustteki tammda aranan N dogal sayisi aynen dizi tamminda da belirtildigi {izere
verilen € > 0 keyfi sayisina gore degisecek (belirlenecek) bir say1 oldugundan dolayz, ilgili
sayl ¢ogu kez N = N(e) seklinde de ifade edilir. Arica, yine dizi kavraminda ozellikle
vurguladigimiz gibi € > 0 sayisinin keyfi olusu istenilen kadar kiiciik olmasiyla 6nem
arzetmektedir.

Ozellikle Tamim 1.1 ile ile Tamm 1.2 kargilagtinldigimda, Tamm 1.12'nin oldukea
gliclii bir tanmim oldugu kolayca goriliir. Clinkii, noktasal yakinsamada ilgili limit z’e
bagimli olarak degisebilmekte ama diizgiin yakinsamada ise ilgili limit z’den bagimsiz
haldedir. Bu durum iki yakinsama acisindan onemli bir ayrimdir.

Ayrica, agagida verilen teoremin ispatina da gerek duyulmamigtir. Ciinki, eger bir N
dogal sayis1 her x € I i¢in yeterli ise elbette ki her x € T i¢gin o Ndogal sayis1 da yeterli
olur.

Teorem 1.5. Eger (f,(x)),, fonksiyon dizisinin bir f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor
ise f(z)’e noktasal da yakinsar.

Uyar: 1.4. Teorem 1.37in karsit1 dogru olmak zorunda degildir.



Ornek 1.15.

a) I = [-7/2,7/2] ve (fu(z)) = (222), olsun . Verilen dizisinin I kiimesinden R
kiimesine bir fonksiyon belirledigi de aciktir. Her bir x € T igin
lim, oo fo(w) 2 Tim, o 122 &2

olup, ilgili fonksiyon dizisinin noktasal yakinsadigi fonksiyon f(x) = 0 gergel degerli fonk-
siyondur. Simdi bu yakinsamanin diizgiin olup olmadigina bakalim. Bunun i¢in de, her
e > 0 sayist verildiginde 6yle bir N = N(¢e) dogal sayisin1 bulmalyiz ki her n > N = N(¢)
dogal sayis1 ve her x € I = [, 7] i¢in | fu(x) — f(z)] = |#22 — 0| < € olsun.

e > 0 sayis1 verilsin. O zaman, her [—7/2,7/2] igin

|fn($) - f(:r;)} = |% —O‘ = ‘%| — |8|i;1‘r\ _ |sigx| <

SIH

olur, eger N = N(€) > 1/e olacak sekilde bir N dogal sayisimi segilirse her n > N igin
ilgili esitsizlik, yani ‘M — O‘ < € esitsizligi daima dogru olur. O halde, ilgili yakinsama
diizgiin olur.

b) I=[1,2] ve (fu(z)) = (n;ﬁl)l olsun. Her bir z € T i¢in

limy, o0 fr(2) = lim,, o0 22 Pl O

olup, ilgili fonksiyon dizisinin f(x) = 1 noktasal yakmsadigi agik¢a goriiliir. Peki, bu
yakinsama diizgiin miidiir? Aragtiralim. Bunun i¢in de her € > 0 sayisi verildiginde 6yle
bir N = N(e) dogal sayisin1 bulmaliyiz ki her n > N = N(e) dogal sayisi ve her z € I =

[—7, 7] icin | fu(z) — f(2)| = ‘nﬁl — 1| < € olsun.

e > 0 sayis1 verilsin. O zaman, her x € [1,2] igin

= S e | R |
{fn(l’) | o |nm+1 o ]" ‘nerl‘ no+1] — na+1 (*)

olup ve bunun i¢in z’den bagimsiz bir iist siir belirlemek durumundayiz. Simdi buna
bakalim. Bunun i¢in

gn($) = nxl—i-l = diz(gn(a:)) = _(na::b—l)2

elde ederiz ki her = € [1,2] i¢in < (g,(z)) < 0 oldugu agiktir. Bu da Analiz derslerinden
bildigimiz gibi g, (z) fonksiyonu [1,2] kiimesinde azalan bir fonksiyon demektir. O halde,
x’dan kolayca

—1‘ < L ’ =-L1 <¢
z=1

‘nz-‘,—l na:—l—l — nx+1 n+1



olur, eger N = N(e) > 1 — 1/e olacak sekilde bir N dogal sayisini segilirse her n > N igin
ilgili esitsizlik, yani ‘n;—xl-l — 1‘ < € esitsizligi daima dogru olur. O halde, ilgili yakinsama
diizgiin olur.

c) 1=10,1] ve (fu(z)) = (52%), olsun. O zaman, her z € [0,1] i¢in

olmasina ragmen, yakinsamanin diizgiin olmadigini sizlerin aragtirmasina birakiyoruz.

Algtirmalar 1.12. Agagida gesitli reel (gergel) degerli fonksiyonlar bir de I kiimesi ve-
rilmistir. Buna gore ilgili dizilerin diizgiin yakinsakliklarini arastiriniz.

(=202), 1= [ al s (), 1= (1105 (1=, 1= 1005 (), 1= 00,2

n T+n

() T= 0105 (B2), T=[he]s (o= ), T=[=2.2]5 (355),, I=[1L.2.

Baz1 durumlarda diizgiin yakinsaklik arastirmasinda bazi sikintilarla karsilagabiliriz.
Bu nedenle, en kiigtik ist siir tanimini goz 6niine alirsa, her x € A C R i¢in

[fu(@) = f(2)] < K = sup,eq |fulz) — f(2)]
oldugundan, Tanim 1.2.5 tanimina denk olan bazi durumlarda daha kullanigh olabilen su
tanimi da kolayca olugturabiliriz.
Eger
hmn—>oo Rp = hmn—>oo SUP e A |fn(x) - f(.f(]>| =0
ise, (fn (x))no fonksiyon dizisine A kiimesi tizerinde diizgiin yakinsaktir denir.

Simdi fonksiyon dizileri ile ilgili olan 6nemli bazi teoremleri verelim.
Fonksiyon dizilerinin énemli baz sonuclari vardir. Simdi bunlar: ele alalim.

Teorem 1.6. Herbir n € N,,; sayisi i¢in f,(z) siirekli fonksiyonlarmin olugturdugu ( f,,(z))
fonksiyon dizisi bir A C R kiimesi tizerinde f(z) gibi bir fonksiyona diizgiin yakinsasin.
O zaman, f(z) fonksiyonu da A kiimesinde siireklidir. Yani,

lim,, o0 [limx*)xo fn (33)] = hmx%xo [hmn%oo fn (I’)

dir.

Ispat. Bir z; € A sabit noktasi olsun. O zaman, f (x) fonksiyonunun z, noktasinda siirekli

oldugunu gostermek zorundayiz. f,(x) @ f(z) oldugundan €; > 0 sayisi verildiginde 6yle
bir N € N(e;) dogal sayist varrdir ve n > N € N igin |f,(z) — f(z)| < € dir. Ayrica, her
n € N, i¢in f,(x) fonksiyonlar siirekli oldugundan dolay1, dyle bir § > 0 sayis1 vardir
oyleki zg € A ve |z — zo| < ¢ igin |fn(z) — fu(x0)] < € dir.
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Bu durumda, zy € A ve |z — x| < § igin,
[f (@) = f@o)| = [f(2) = ful(2) + fal(2) = fal2o) + fn(z0) — f(2)]

< |f(x) = fa(@)| + [ falz) = falzo)| + [fu(z0) — fu(®0)| < €1+ €2+ €3

elde edilir. Herbir ¢; (i = 1,2, 3) sayilar keyfi oldugundan hepsini €/3 olarak secilebilir ve
dolayisiyla f(x) fonksiyonu xy’da siirekli olur. xy € A sayisinin se¢imi keyfi oldugundan
dolay1 f(z) fonksiyonunun .4 da siirekli olur.

Teorem 1.7. Herbir n € N,,; sayist i¢in f,(x) fonksiyonlar1 ve f(x) fonksiyonu bir [a, b]
kiimesi iizerinde integrallenebilir olsun ve (f,(z)),, fonksiyon dizisi f(x) fonksiyonuna
diizgiin yakinsasin. O zaman,

lim fn dx—/f

olur.

Ispat. Herbir n € N,,, dogal sayis: icin f,(z) fonksiyonlar: ile f(z) fonksiyonu bir [a, b]

kiimesi {izerinde integrallenebilir ve f,(x ~; f(z) olsunlar. O zaman, Tanim 1.2.7°den,
her € > 0 keyfi sayis1 verildignde, 6yle bir N e N, sayls1 var ve her n > N ve her = € [a, ]
icin

|[fn(z) — fz)] <e

olmak durumundadir. Buna gore,
0 < |[) fula)de = [} fl@)da| = | [ (Fula) = fla))do
< P fulz) — f(@)|dz < [ edz = e(a —b)

elde edilir. Bu esitsizlik her € > 0 keyfisi sayisi i¢in gecerli oldugundan dolayi, yani € — 0
icin

’fab fo(z)dx — fab f(x)dx‘ =0 = fab fn(z)dx — f: flx)dz =0 = fab fo(z)dr = f;f(x)d:v
elde edilir.

Teorem 1.8. Herbir n € N,,; dogal sayis1 i¢in f,,(z) fonksiyonlar1 bir [a, b] kiimesi tizerinde
tiirevlebilir fonksiyonlar ve g(z) fonsiyonu da yine [a,b] arahiginda siirekli bir fonksiyon

olsunlar. Ayrica, f,(z) — f(z) yakinsamasi noktasal ve f/(z) — g(z) yakinsamasi da
diizgiin olsun. O zaman,

P =g(x) ve [ 1m fu(@)] = im [ ()]

€T Ln—oo n— o0

dir.



Ispat. [a,b] kiimesi iizerinde f,(z) — g(x) yakimsamasi diizgiin oldugundan g(z) fonksi-
yonu, Teorem 1.7 geregi [a, b] kiimesi lizerinde siireklidir. Dolayisiyla integrallenebilirdir.
Ayrica, Teorem 1.8 geregince de, herbir z € [a, b] i¢in,

f g(t dt—hmn_mf fLt)dt =lim, o | fu(z) — fu(a)| = f(z) — f(a)

dir. Burada, kolayca, f(x f f(t)dt+ f(a) yazlabilir ve sonug olarak f’'(z) = g(x) elde
edilir.

Tgili teoremler icin bir uygulama yapalim.

Ornek 1.16. Fonksiyon dizimiz (f,(z)) = (nQLHQ)nO:1 ve [ = [0,1] olsun. (5252 ) “
oldugu agiktir. Simdi, bu yakinsamanin diizgiin olup olmadigini arastiralim. Bunun igin,
her € > 0 verildiginde 6yle bir N € N bulmaliyiz ki her n > N € N ve her z € [0, 1] igin

|fu(z) — f(x)] < € olsun. O zaman,
fula) = 1)) = |ee — 0] = ] < e < e

iligkisinden, her keyfi € > 0 sayis1 i¢in ﬂ\/g | +1= N(e) = N < n geklinde olan ve ilgili
esitsizligi garantileyen daima bir N € N bulabiliriz. (Acaba f,(z) = .77 fonksiyonunun
I = [0,1] araliginda bir extremumu var midir? Gerekli aragtirmay1 yapiniz.) O halde,

(n2—+:c2 ~; 0 olur. Bu kogul altinda ilgili teorem saglanmak zorundadir. (Saglanmasa ne
olur?) Bakalim.

lim,, 0o fol fu(z)dr = lim, fol adr = 2 lim,, o0 In(n? + z2) zz(l)

= 1lim, ln(” H) =0

ve
fol <hmnaoo fn(l')>dx = fol Odr =0

elde edilir ki, istenen hemen goriiliir. Sizlerde diger iki teorem i¢in gergekleyiniz. Ayrica,
biitiin bu agtirmalari, Ornek 1.2.6’da verilen diizgiin yakinsak olan fonksiyon dizileri igin
de uygulayiniz.

Alstirmalar 1.13.

(i) Asagida verilenlerin sonuglarini gerekli integralleri alarak bulunuz.

™ N ™ N s
. sin(nx ) sin(nz ) A
lim ( )dx , lim ( )dx , lim sm(—) dx |
n—o00 n n—o00 77,2 n—o0 n
0 0 0
(0.] o0 o
lim ——dx , lim ———dx , lim ——dx
n—oo Jo 24 n? n—oo Jo w24 n? n—oo [y xt 4 n?

2 2 v 2 m
lim <1 — —)dm , lim (x — —>dx lim <x2 — —>da7 ,
n—oo Jq n n—oo Jq n n—oo Jq n



o] 1 1

lim e "dr , lim e "dr , lim e "dx
n—oo Jq n—oo Jg n—oo | 4
o0 1 1
lim re "dx lim ze "dx lim ze "dx .
) )
n—oo [ n—oo [ n—oo J_4

(ii) Asagida verilenler esitlikler daima dogru olur mu? Neden? Gerekli aragtirmalar
yapiniz.

lim n—l—x / i lim

2

lim enda:—/ lim <e%> dx |
n—00 1 Ln—o©

1 i

lim e ndr :/ lim (

n—oo 0 0 L n—>00

I — L = [1‘ <—>]d ,
oo Jo 1+ (na)2 / wooe \1+ (na)2 ) 1%

) & n o n
tiw [ e [l () e

[e.9]

0

2 2
lim (x—|—£> d:zc:/ [lim (x—i—z) ]dm.
n—oo J_4 n _1 Ln—oo n
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