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1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu baglangi¢ boliimiinde, karmagik analizin temelini tegkil eden ve adina da kompleks
(karmagik) sayilar denen sayilardan, bu sayilarin olugturdugu kompleks sayilar kiimesin-
den, bu kiime tizerindeki temel cebirsel yapilardan, kompleks diizlemden ve kompleks
sayilar kiimesinde veya kompleks diizleminde taninlanan temel kavramlardan ve bazi to-
polojik kavramlardan bahsedecegiz.

Bu sayilar ve bu kiime bildigimiz reel (gergel) sayilarini (kiimesini) de igine alan ve ¢ok
temel bazda gecmiste de sikca karsilastigimiz  + /—1y (z,y € R) seklindeki aligilmigin
digindaki sayilar ve bu sayilarin olusturdugu bu kiimenin olusturulmasindaki dayanaklar
oldukca onemli olacaktir. Ozellikle, belirtilen sayilardaki y = 0 secimiyle z +/—10 = z
seklindeki reel sayilarin ve dogal olarak reel sayilar kiimesindeki olasi kargilagtirmalarinin
da oneminden bahsedecegiz.

Simdi belirtmis oldugumuz sayilarin (kiimenin) dayanagi olan baz aksiyomatik yapilari
hatirlayalim.

Bildigimiz reel (gercel) sayilar kiimesi, yani R ve analitik diizlemdeki (koordinat sis-
temdeki) ikililerin kiimesi de R? = R x R oldugunu ve bunun da

{(m,y) ST,y € R}

seklindeki sirali ikililerin olugturdugu kiime oldugunu bilmekteyiz. Bu carpim kiimesi Uze-
rinde agagidaki (bildigimiz) gibi dayanag olan tanimlar1 da bilmekteyiz.

(i) ($1,$2) = (yl,y2) <~ [$1 =11 VE Ty = yﬂ
(ii) ($1,9€2) + (yl,?/z> = (1151 + Y1, T2 + yz)

ve
(iii)  (z1,22) - (y1,92) = (2191 — T2y, T1Y2 + Top1)

Ustte belirtilen ”esitlik”, ” toplama” ve ”carpma” iglemleri ilgili kiime iizerinde tanim-
lanan ve bilmig oldugumuz sirili ikililerin temel aksiyomatik yapilarina dayan kiimedir.
Simdi bu kiimeden ve aksiyometik dayanaklardan yola ¢ikarak yeni say1 ve say1 kiime-
sini olugturmaya galigahm. Bunun i¢in de ilgili sirali ikilileri, yani (z,y) seklindeki iki-
lileri olugturacagimiz yeni sayimiz olan z ve bu ikililerin olugturudugu kiimeyi de C ile
gosterdigimizi diigiinerek adinlarina da kompleks (karmagik) sayilar ve kompleks sayilar
kiimesi diyelim

C:{z:(x,y):x,yER}



seklindeki kiimeyi goz ¢niine alalim.

Hatirlayacagimiz iizere, (z,0) seklindeki her bir sirali ikiliyi = olarak yazmay1 tercih
ederiz. Iste bu agidan bakildiginda kompleks sayilar olarak olarak tanimlana bu siral
ikililerin olugturdugu C kiimesi dogal olarak R kiimesini de igerecegi acikca goriilmektedir.

z = (z,y) seklinde gostermis oldugumuz bu sayilarin, yani kompleks sayilarin ”2” olan
kismina, yani sirali ikilinin birinci bilegsenine z kompleks sayisinin reel kismi adini verelim
ve bu durumu da R(z) = x veya Re(z) = x seklinde ve "y” olan kismina, yani siral ikilinin
ikinci bilegenine de z kompleks sayisinin sanal kismi adim verilim ve bunu da $(z) = y
veya Sm(z) = y seklinde gosterilim.

Bu yeni tamimlama igin, tistte belirtilen (i)-(iii) deki aksiyonlar tekrar gz oOniine
aliirsa, kolayca;

i) = = (xl,xg) = (yl,yg) = zy & z1 = 2o acik iligkisi sonucu reel kisimlarin
kendi aralarinda ve sanal kisimlarin da kendi aralarinda bir esitlik ilkesini (iligkisini),

(ii") (:Bl, 1’2) + (yl, yg) = (ZBl + Y1, To —i—yg) = 21+ 29 acik iligkisi sonucu reel kisimlarin
kendi aralarinda ve sanal kisimlarin da kendi aralarinda bir toplanmasi ilkesini (iligkisini)

(iii") (1:1,372) . (yl,yz) = (xlyl — ToYs, 1Yo + x2y1) agik iligkisi sonucu da reel
kisimlarin kendi aralarinda ve sanal kisimlarin da kendi aralarinda bir ¢arpma ilkesini
(iligkisini) dogurucaklar1 agiktir.

Ozellikle,
(,0)+ (0,y) = (x+ 0,y +0) = (x,y) = 2 ( (i')’den ),

(0,1)- (5,0)=(0-y—1-0,0+y) =(0,y) ( (iii')’den ),

ve her ikisinden de
(z,y) = (2,0) + (0,1) - (5,0) = (,0) + (0,9) = (z,y) = 2 (*)
sonuclarina sorunsuzca varilir.
Ustteki bilgiler dahilinde ve i = (0, 1) seklindeki kabul sonucu, (*)’daki esitliten kolayca

(z,y) = (2,0) +(0,1) - (5,0) = (,0) +7- (y,0) = (2,y) = =

i=(0,1) = *=4-i=(0,1)-(0,1)=(0—-1,0+0) = (=1,0) = -1
seklindeki onemli iligkiler elde edilir.

Bu tstteki mantikh iglemler sonucu, baglangicta belirtmig oldugumuz “toplama” ve
“carpma” gibi temel cebirsel iglemlerle sikintisiz agagidaki iglemler (iligkiler) hig bir prob-
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lem yaganmadan kolayca elde edilebilir. Bunun i¢in z; = z1 +iy; = (x1,y1) ve 25 =
To + iy2 = (T2, y2) seklinde kabul ettigimiz kompleks sayilar igin;

i) =z = (xl,xg) = (yl,yQ) =29 & 21 = Ty + iy = To + iys = 2o acik iligkisi
sonucu reel kisimlarin kendi aralarinda ve sanal kisimlarin da kendi aralarinda bir esitlik
iligkisini,

(ii//) (ZEl, xg) + (yl, yz) = (.I‘l + Y1, T2 + yz) =21t 2= (l‘l + yl) + i(l’g + yz) a(;lk
iligkisi sonucu reel kisimlarin kendi aralarinda ve sanal kisimlarin da kendi aralarinda bir
toplanmasi iligkisini ve

(iii”) (xl,xg) . (yl,yg) = (xlyl — Xoljo, T1Yy + xgyl) oldugunu biliyoruz ve temel
cebirsel iglemler, yani acik iligkisi z; = x1 + 1y, ve 2o = x5 + 13- sayilarininin ¢apimiyla,

2102 = (21 +iy) - (22 +iyp) = 2120 +i21Y2 + iz + PY1ye = 2122 +i(21Y2 + Ya2) — Y11
elde edilir ki bunun da (iii)’deki ifadeye denk olan iligkisini doguracaktur.

Bu son yapilandirma sonucu, boylesi sayilar yeni sekilsel durumu ve kiimesi
C= {(x,y) cx,y € R} = {z iz = (z,y) ve z,y € R}

={z:z=z+iyver,yeR}={z=aw+iy:z,y € R}

seklindeki yazimla netlegecektir. Boylece, kompleks sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan ce-
birsel iglemler acisindan da agagidaki sartlar: saglamayan bir kiimenin varligi netlesecektir.
Gerekli cebirsel aragtirmalar: ve detaylar: sizlere birakiyoruz.

(a) C kiimesi toplama iglemine gore bir degigmeli gruptur. Yani;
- Toplama (+) islemine gore kapalilik 6zelligi saglanir,
- Toplama (+) islemine gore degigme 6zelligi saglanir,
- Toplama (+) iglemi gore birlesme 6zelligi saglanir,
- Toplama (+) iglemine gore etkisiz (birim) 6ge vardir ve buda ec = 0+ 0 = 0 dir,
- Toplama (+) iglemine gore her z € C 6gesinin tersi tersi vardir ve bu da —z dur.
(b) C kiimesi ¢arpma iglemine gore bir degismeli gruptur. Yani;

- Carpma (-) iglemine gore kapalilik 6zelligi saglanr,

- Carpma () iglemine gore degisme 6zelligi saglanir,

- Carpma (-) iglemi gore birlesme 6zelligi saglanir,

- Carpma (-) iglemine gore etkisiz (birim) 6ge vardir ve buda ec = 1+ 40 = 1 dir,

- Qarpma (-) iglemine gore her z € C — {0} 6gesinin tersi tersi vardir ve bu ters dge

genellikle 27! ile gosterilen 6gedir. Simdi, durumu gorelim. Bunun igin, her z € C — {0}
ogesi verildiginde carpma iglemine gore tersi olan z~! bulmak durumundayiz. O zaman,
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verilen her z = x + 1y € C — {0} i¢in oyle bir 27! = u + v geklindeki kompleks sayis1 var
ve z - z~! = 1 olmak zorundadir. O halde,

z- 2 = (2,9) - (u,v) = (zu — yv, zv + yu) = (1,0)

& <:z:u+(—y)v: 1 ve yu—ir:z:v:())
denklem sistemi ¢oziildiiglinde

-y

T
Y 2?2 + y?

x2 4 y?

bulunur. O halde, aranan (garpma iglemine ters 6ge olan) z~! kompleks sayisi

x —y > T —y T — 1y

1 .
yl=u+iv=(u,v) = =
(u,v) <$2+y2’x2+y2

— +i —
22'2 _|_y2 1.2 +y2 1'2 +y2
sayisi olur. Gayet aciktir ki 22 +92 =0 & 2=0vey=0 & 2=0+1i0 =0 dir. Bu
durum zaten goz oniine alinmamaistir.
(c) C kiimesi garpma iglemine toplama iglemi tizerine dagilma 6zellikleri de saglanir. Yani;
- Carpma (-) igleminin toplama iglemi iizerine sagdan dagilma ozelligi saglanir,
- Qarpma () isleminin toplama iglemi iizerine soldan dagilma 6zelligi saglanir.

Ustteki cebirsel islemler sonucu asagida verilenler kolayca ifade edilebilir ve goriilebilir.
Yani, her zy, 29, 23 € C i¢in

21251221% (22 #0) , ZIIZQZii:Zflz; (21 #0, 2 #0),

—Zl;':? = (2 + 22t = S+ 2= zizg A 2zt (23 #0)

(z122) (25 27 ) = z1(z0z 2y P = 2127 =1 (20 # 0,20 #£0)

Z3za (%) (%) - legl + ZQZZI (23 #£ 0,24 #0) .

Algtirmalar 1.1.
(1) 21 = 2 — 3i, 25 = 2i ve z3 = 1 4 i olduklarina gore, asagida istenenleri bulunuz.

321, 21+ 29, 223 — 229, 23— Q2+ 321, 2123 — 22, 29(21 — 23), (21 —222)(23 — 329)

(ii) a,b,c € R olmak tizere ax? + bz + ¢ = 0 seklindeki bir ikinci dereceden denklem
icin agagidakilerin dogruluklarini goriiniiz.

(a) A =0 ilgili denkleminin sadece bir tane reel (gergel) koki vardir.

(b) A > 0 ise bu denkleminin birbirinden farkl iki reel (gercel) kokii vardir.



(c) A < 0 ise bu denkleminin reel (gergel) kokleri yoktur. Eger bir kékii a + i ise
diger koki de o — i3 dir.

(iii) 2 =14, 2=1—14, 2 =i+ 1 ve 2 = —i kompleks sayilarinin 22 — 2 =0, 22 —iz = 0,
22— (24+1)2=0,i22-2241=0,2—i2=0,2"—4iz=0ve 22 — (1 +i)z2+i=0
kompleks denklemlerinin birer ¢oziimleri olup olmadiklarini aragtiriniz.

(iv) 22— 2+3=0,22—iz+1=0,4i22—22—-1=0,422 - 2i2+ 1 =0, 2> — 42 = 0,
2t —4=0ve 22— (1+1i)z+ 3 —1i =0 denklemlerinin C kiimesindeki tiim ¢oziimlerini
bulunuz.

(v) Her z € C igin w? — 2 = 0 denkleminin daima ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimii belir-
lerken w = (u,v) ve z = (x,y) seklindeki kompleks sayilarin ikililer geklindeki iligkilerini
kullanminiz. Aymi mantigy; 22 = 4, 22 = —2i, 22 = 1—4, 322 = 2+3i ve iz = —3 denklemleri
i¢in de uygulayiniz.

(vi) R kiimesi {izerinde siralama bagintisinin oldugunu biliyoruz. Bu durum C kiime-
sinde s6z konusu degildir. Neden?

Kompleks sayilarin isaasinda (z, y) ikilileri ile ilgili aksiyomatik yapilardan yola ¢ikmig-
tik. Dogal olarak, bu ikililerin yeni bir ingaasi1 s6z konusu olduguna gore, bilmis oldugumuz
R x R diizlemi temel geometrik ve analatik sonuclar agisindan bizlere daha ¢ok bilgiler
sunacaktir.

Ornegin, z = (z,y) = 2+ iy seklindeki her bir kompleks say1 R x R = R? diizlemindeki
bir P(z,y) noktasima karsilik gelecektir. Analitik geometri derslerinden bilmig oldugumuz
bu durum bizler i¢in oldukc¢a onemlidir. Dolayisiyla, Kompleks diizlemdeki her bir say1
analitik (kartezyen) diizlemindeki sadece bir noktaya karsilik getirilebir. Yani,

P=P(x,y) + z=x+1y=(z,9)

seklideki iligki daima soz konusu olacaktir. Iste bu prensibe gore olusturulan diizleme
kompleks dizlem, analitik dizlem veya z—duzlemi adlar1 verilir. Bu diizlemin bilimdik
x-ekseni reel eksen ve y-ekseni de sanal (imajiner) eksen adlariyla anmlir ve bilindik z =
(x,y) = x+iy = 0+ 40 = 0 noktas1 da bu yeni diizlemin merkezi veya orjini olarak kabul
edilir. Genelde, bu kompleks diizlem ve bu diizlemin her bir 6gesi olan z = x4+ iy kompleks
sayisini da asagidaki gibi gosterim yoluna gidilerek, kartezyen diizleminde bilindik hi¢bir
bilgiyle tezatlik olusturmadan sistem kurulur. Asagida dimlemler incelendiginde, ilgili
diizlemlerin herbirinin birer Kompleks diizlemi ifade edecegi agik¢a gozlemlenir.



ybez y,,,,,,.z=x+iy

Ornek 1.1. Kompleks diizlemde agagidaki gibi gesitli kiimeler verilmistir. Grafiklerini
ilgili dizlemde cizelim.

(a) Hi={z€C:Re(z) > 1} (b) Hy={z€C:Re(iz) < -1}
() Hz={zeC:|Om(z)] =4} (¢) Hi={z€C:Re(z)Sm(z) =1}
(d) Hs={z€C:3m(z) =-2} () Ho={z€C:-1<SQm(z—1) <2}

(f) Hr:={z€C:Re(z) >Im(2)} (8) Hs={z€C:Re(z) +Im(z) =1}
(h) Ho={ze€C:Re(iz—2) =3} (1) Hi{z€C:Qm(z+1—14) >3}

Coziim 1.1. Sadece (a)’daki H; ve (1)’daki Hjo verilen kiimeleri belirleyip digerlerini
sizlere birakilim.

(a) Re(z) = Re(x+iy) = = > 1 olup, buna iligkin ¢izim de agagidaki gibi grafik-(a)’da
verilmigtir.

(b) Sm(z+1-i) = Sm(z+iy+1—i) = Sm[(z+1)+i(y—1)] =y—-1>3 = y >4
olup, buna iligkin ¢izim de agagidaki gibi grafik-(b)’de verilmistir.

ANmz A
o >>/?<> /\<< < R
: =T 4 y:L‘I.
: L
E " :?.
1, ez Rez
V>
@) (b)

Bilmis oldugumuz vektorel iligki yine kartezyen diizlemindeki bilindik vektorel iligkilerin
olugturulabilmesi kompleks sayilar i¢cin de miimkiindiir. Kompleks analizde de kullanilabilen
bu durum, vektor terimiyle sadece bir yon s6z konusu oldugunu bildigimize gore, bu yeni
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diizlemde vektor mantigini olusturmak da oldukga kolay olacaktir. Kisacasi, z bir komp-
leks sayis1 kompleks diizlemde bir noktayn, Z ile de bir orjinden z noktasima dogru ¢izilen
bir vektoriinii ifade edecektir. Bu geometrik anlam ise, R?’deki bilmis oldugumuz anlam-
dan basgka birgey degildir. Bazi orneklerndirmeler agagida verilmigtir.

~im(z)

Re%z)

Ayrica asagida kompleks diizlemde cesitli noktalar verilmis ve herbiri bu diizlemde
hem isaretlenmig hem de vektorel gosterimiyle belirlenmigtir. Liitfen inceleyiniz.

T imfz) T‘m‘z’ T Imie) Tim:z
e - Iudi " ']#

)
i 3+4i

i 7

3 3 / i 3 4

: : * : Y\

R 1 1 3 1 3 A 3 1
. . - > N ¢ — ’3
3 )

4i
2i 3
2
1
P
22, Re(z)
2

Lg 321275 L 12
1L2% Re(z) -1 Re(z
A 3 23i

2

Her z,w € C i¢in z + w € C oldugunu belirtmigtik. Bu durumun dogrulunu z =
a+ i = (a,b) ve w = u+iv = (u,v) seklinde ikililer olarak kartezyen diizleminde
gbz Oniine alimirsa z + w isleminin sonucuna iligkin ve literatiirde sikca bildigimiz “Bir
paralelkenarin kosegenini” vererecegini kolayca goriilebilinir. Benzeri sekilde z — w € C
iselminin de geometrik iligkisi de elde edilebilir. Bu iglemlere vektorel anlam katildiginda,
her iki iglemin de bir iiggenin kenarlari arasindaki bilindik kenar iligkilerinden agikca
goriilecektir. Bizler, bu iki igleme iligkin kompleks diizlemdeki gekilsel iligkileri vermek ve
detay1 da sizlere birakmak istiyoruz.



‘
z i / // P
w-zZ 7w w +w // J/
y w // /I w
W -w 3 s
2 - r‘

Simdi kompleks sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan temel kavramlar: tanitalim.

Tanim 1.1. z = z + iy € C kompleks sayis1 verilsin. Bu durumda; bu z kompleks
sayisinin modiilii |z| ile gosterilir, “Modiil z” seklinde okunur ve z = x + iy komleks
sayisinin modiilii, |z| = |z +iy| = \/2? + y? seklinde tanimlanir. Bu tamimlama 2 komp-
leks sayisiin orjine olan uzakhigini ifade eder. Bunun igin, agagidaki gibi (a) ve (b)’deki
grafiklerin gozden gecirilmesini sizlere birakalim ve asagidaki gibi arastirmalar: bizler ya-
palim.

im(z] im(z]

im(z)
P
e ZxHY Y 2y (xy) d g w=c+id=(c,d)
21, | POV | |
b e i
- r - " z=a+ib f
Re(2) olO X Re(z) OI a ¢ Re(z)
|z|=? |PO|=? |AB|=?
(a) (b)

(a)’da istenen uzaklk, yani |PO| uzakligy P = P(z,y) ile O = O(0, 0) nokatalar1 arasindaki
uzaklik olacagina gore,

1PO| = [2] = |z +iy] == /(e = 0+ (y = 0 = /a2 + 1
seklinde olacag: aciktir.

(b)’de istenen uzaklik ise kompleks diizlemde iki nokta arasindaki uzakliktir. Bu da, yine
|AB| seklindeki uzakhktir ve z = a + ib = (a, b) ile w = ¢ + id = (¢, d) seklinde iki nokta
arasindaki uzaklik olacaktir. Bu da kolayaca,

|AB| = |w — 2| = |c +id — (a + ib)| = |(c — a) +i(d — b)| = \/(c — a)% + (d — b)?
seklindeki (a,b) ile (¢, d) noktalar1 arasindaki bilindik uzaklik olur.

Uyar: 1.1. Kompleks sayilar kiimesinde siralama bagintisinin olmadigini biliyoruz. Fakat
kompleks sayilarinin modiilii ile siralama elbette ki soz konusudur. Boylesi bir siralma da

10



|21] < |22| < |z3] < --- gibi siralamadir. Bu gibi siralamalar ise bize orjine en yakin veya
en uzak kompleks sayilar arsindaki bilgileri verir.

Ornek 1.2. Agagida baz1 kompleks sayilar kompleks diizlemde gosterilmis ve bazilari
icin baz1 modiil iglemleri gergeklestirilmistir. Digerleri i¢in de benzeri belirlemeleri sizler
yapiniz.

Imz Tlmz
3+4i =W j=
7= i F_S+4| W

=-4a2i
u +2i 2
1 ]
4 a
N 24 N1 2 3 Rez
2 2
3 23 3 23i

(a) (b)

(a)’daki verileri gore, verilen noktalarin orjine olan uzakliklari, yani ilgili kompleks sayilarin
modiillerinin belirlenmesi soz konusudur. Bazilari,

lu| = | — 44 2i| = /(—4)2 + (2)2 = 2v/5 br
ve

|z] = |0+ 4i| = /(0 =+v0+16 =4 br

olarak belirlenir.

(b)’deki verileri gore de, verilen noktalar arasindaki uzakliklarin belirlenmesi s6z konu-
sudur. Bunun i¢in, |u — w| ve |w — z| modiillerini bizler bulalim. Digerlerini de sizler
belirleyiniz.

lu—w|=|—4+2i—3+4)|=|-7-2i=+/(-7)2+(-2)2 =23 br

lw—z| =3+ 4i—4i| =|3+1i0] = /(0 =30br

Modiile iligkin agagida cesitli sorular verilmistir. Istenenleri yapiniz.

ve

Aligtirmalar 1.2.
1-) Asagida istenenleri gergeklestiriniz.

(a) ¢ ={z€C:|z—z|=r (r>0) } kitmesinin kompleks diizlemde z, merkezli ve
r br yaricapl bir ¢emberi beliriledigini goriiniiz ve ilgili kiimeyi ilgili diizlemde ¢iziniz.

(b) TQ(Q) ={2€C:|z—z| <r (r>0) } kiimesinin kompleks diizlemde zy merkezli
ve 7 br yaricapl bir daireyi beliriledigini gortintiz ve ilgili kiimeyi ilgili diizlemde ¢iziniz.
11



(¢) Dig(C) = {z € C: |z — 2| > r (r > 0) } kiimesinin kompleks diizlemde z
merkezli ve r br yaricaph bir dairesin diginin beliriledigini goriintiz ve ilgili kiimeyi ilgili
diizlemde ¢iziniz.

2-) Asagida merkezi ve yaricapi verilen kompleks formdaki ¢emberlerin denklemlerini

belirleyiniz ve grafiklerini kompleks diizlemde ¢iziniz.
o=1,r=1; 20=—-2t,r=4; 20=14+1,r=2; 20=3—-21, r=4.

3-) Asagida cesitli kiimeler verilmigtir. Herbirini kompleks diizlemde belirleyiniz.
{zeC:|z—i|<1},{z€C:|z-1>4}, {z€C:|z+2i| =1},
{zeC:1<z]<4},{z€C:1< 2| <2}, {zeC:1<|z—i] <2} .

Tanim 1.2. Verilen herhangi bir z = x4y kompleks sayisinin eglenegi z ile gosterilir ve
zZ=x+1y = x — 1y seklinde tanimlanir. Kompleks diizlemde bu durum goz oniine geti-
rilirse, eglenegin geometrik anlaminin reel eksene gore biribirinin simetrisi oldugu kolayca
goriilir.

Tmiz) Tmfz}
i * 7=x+iy y e zEXHY Yy e ?_z:x+iy=z
X Refz} Ux Relz) x  Relz]
Y z=x-iy v z=x-iy

Ornek 1.3. 2=2,7=—i ve 3— 2 =3+ 2i dir.
Asgagida gesitli teoremler verilmigtir. Bazilarin ispatlayip digerlerini de szilere birakalim.
Teorem 1.1.

1-) z,w € C olmak iizere asagida verilenlerin herbiri daima dogrudur.

(a) [z = [Re(z)+[Sm(2)* (b) Re(2) < [Re(2)] < |2] (c) Sz(z) < [Sz(2)] < |2

(¢) Re(z) =Re(z) (d) Sm(z) =—-m(z) (e) 2Re(z) =2+72
(f) 2iSm(z) =z-% (8) [zl =17] () z==

(h) 2z = |z|? (1) zfw=z+w (i) zv=zw

0) 1= k) (3)=2 (1) |zw] =zl

12



(m) |z =) (m) [z =]-2]

(0) |z4w| < |2l + |w| (Ucgen Esitsizligi)

E2
w

) ||Iz| = |w|| < |z+w| (Ters Uggen Esitsizligi)

2-) Her: =1,2,3,--- ,nigin z; € C olmak tizere, agagida verilenlerin herbirini tiimevarim
metodunu kullanarak ispatlayimniz.

Attt =Tt Rt T, AR T B =5 o En,
2120 oz = 2] 2ol e |zl | b ze b b ] < Jz| - Jza] e 2]
Re(z1 4+ 22+ -+ 2n) = Re(z1) + Re(z) + -+ - + Re(z,)

m(z1 + 22 + -+ + 2,) = Sm(z1) + Sm(ze) + -+ + Sm(z,) -

3-) z,20 € C olmak iizere |z — 29| = r (r > 0) denkleminin kompleks diizlemde bir
cember ifade ettigini bilmekteyiz. Bu denklemin ayni zamanda |z|* —2Re(2%g) + |20|* = r?
denklemine egit oldugunu goriiniiz.

ispat.
(8) |2l =z +iyl = a2 +y* = /22 + (—y)? = [z —iy| = [x +iy| = [Z] olur.
(h) z-z=(v+iy) z+iy=(x+iy)(z—iy) = 2>+ (—iy)? = 2° + y* = |z|? olur.
D) [zwP = (zw) - (20) = (2w) - (70) = (2w) - (WO) = 2(wW)Z = 2wz = (2Z)w|*

= 2Pl = (lz[lw])® = V]zwP =/ (z[lw])? = |zw] = |z]jw| elde
edilir.

) |z4wP=C+w)izFw) =(z+w)(Z4+W) =22+ 20+ wZ + w0
= |22 4+ 2w + wz + |w|* = |2]* + 2w + 2w + |w|?
= [2]* + 2 Re(2w) + |w|?
< |22+ 20z + wl? = (|2 + [w))® = |2+ w]| < |2] + [w]
elde edilir.

Simdi de tistteki onermelerin bazi uygulamalarini verelim. Dikkatlice incelemeniz ye-
terlidir.

Ornek 1.4.
N2 i 12 i\ 2 2 2
a) ‘(12:1,@') { = 12—+3z" = <\|12—+3?l|> = <\/%> = (\/i%) = %

_ 20 342\ _ 20 3-2i\ __ 24(3—21)
b) %e(m ) = %€<mﬁ) = %€<mﬁ> = %(m)
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_ Gi+d Gitd \ _ 6itd) _ 6
= §Re<|3+2@|2> %6(32+22> = %e( 13 ) =13

o )= (FE) - () - (F) = Tra =1 -i =%

¢) |z +2i] <1 olsun. Bu durmda,
|22 4+ 2iz — 24 3i| = |2(2 + 20) + (=2 + 30)| < |2(2 + 20)| + | — 2 + 34|
= |z + 20 — 2i[|2 + 2i| + V13 < (|2 + 24| + | — 2d])|2 + 2i| + V13
<(1+42)1+V13=3+13

d) |z —i| <2 olsun. Bu durumda,

‘z+2i| B NS )
z2=3il — |z=3i]  |z—i—2i] T |z—i—2i] = |z—i]+2

olup, ||z—1i|—3| i¢in bir alt sinir ve |z—i|+2 i¢in de bir iist sinir belirlemek durumundayiz.
z—i|<2 = |z—i—-3<2-3 = [z2—{—-3< -1
= 3—[z—i[>1 = 3-|z2-i>1 = [3—-]z—id>1

ve

egitsizleri (1)’de kullanilirsa,
42| _ _ la=i3i < [lz—i|-3] 1
‘zf?n"— T emim 2'L|Z |z—i]+2 >1- 2

sonucunu elde ederiz.

Algtirmalar 1.3.

a) Asagda isteneleri bulunuz.

|(Z—Z) 1(1 + 20) 25} =7, Re(3=) =7, Sm() =7, (%) =7

b) Asagda verilen kiimeleri kompleks diizlemde ¢iziniz.
Hi={2€C:Re(iz—1)=1} , Ho={z€C:Qm(z?) =-1}
Hy={z€C:liz—1=4} |, Hi={ze€C:|z—i|=1}
H5={26C:|z—i|>1} , H4:{26C:1<|z—i|§4}

c) |z| > 1 ise agagida verilenler igin alt ve {ist sinir aragtirmasi yapiniz. Miimkiin ise
ilgili sayilar1 belirleyiniz.

|(1+1)z—3i| , [ —iz—3+1|, |22, |=282]

22— 242i |
2z—31 z—2+1

z—1i+3

Y

¢) |z —i| < 1 ise agagida verilenler i¢in alt ve {ist sinir aragtirmasi yapinz. Miimkiin
ise ilgili sayilar1 belirleyiniz.

|z—3i 2

24—z — 2z+i

z—i—217

z—21
22431

22424 |
2430 |2

(z—=1)(z+ 22)]

Y Y
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d) 1 < |z 41 < 2 ise asagida verilenler i¢in alt ve {ist smir aragtirmasi yapimiz.
Miimkiin ise ilgili sayilar1 belirleyiniz.

|z—2i 2

o 2—2i 24i—1 |z2+i |2_~ _ } ‘ 1
< Z|> 22+5¢|> |z—i—1 S o I e 2R B o]

Y

Tanim 1.3. Herhangi bir z = = + iy € C — {0} kompleks z—diizlemindeki belirttigi
nokta P olsun. OP ile reel eksen arasindaki pozitif yonli agiya z kompleks sayisinin
arglimani ad1 verilir ve § = arg(z) ile gosterilir. Dogal olarak, bu a¢inin belirlenmesinde
sintis ve cosiniis fonksiyonlar: 6nemli yer alacagindan ve bu fonksiyonlarin da 27 periyotlu
olduklar1 s6z konusu olacagindan dolayi, ilgili 6 acisinin tek degerli olmayacag: aciktir. Bu
aciy1 tek degerli yapmak igin ya 0 € [0, 2pi) ya da 0 € (—, 2pi] seklindeki segimler sikga
kullanihir. Bu iki gekilde olugturulan ag1 da 6 + 2n7 (n € Z) seklinde sonsuz tane agidan
sadece iki tanesi olup, herbiri de z kompleks sayisi icin birer argiiman olur. Ozellikle, ilgili
0 € (—m,m| seklindeki ag1 se¢imine ilgili kompleks sayisinin esas argimans adi verilir ve
genellikle bu durum Arg(z) ile gosterilir.

O halde, argz = 0 + 2nm = Arg(z) 4+ 2nm (n € Z) seklindeki bir iligkinin varlig
agiktir. Asagida bir esas argtimanin belirlenmesi adim adim verilmig olup, ilgili grafiklerin
incelenmesi yeterli olacaktir.

il2L.. - Z=x4iy e TEXHTY
| .
H -
: > Yy
i =
ol 3
0 X > [x]=x ’

(a) (d)

(a)’daki sekilde bir z = x+iy kompleks sayisinin verildigi, (b)’de z'nin orjinle birlegtirilmesi
elde edilen dogru pargasi, yani [PO]| pargasi, (c)’de reel eksen ile [PO] dogru pargasi
olugturulan pozitif yonli (yelkovanin haraket yoniiniin tersi yoniinde olugan) agr o ve
negatif yonlii (yelkovanin haraket yoniinde oluigan) ag1 da 8 olarak ifade edilmig ve son
(d)’deki sekilde de bir 6nceki tiim bilgiler biraraya getirilmistir. Bu analitik akig sonucu
Arg(z) = a oldugu kolayca belirlenmigtir.

Ornek 1.5. Asagdaki grafiklerde farkl farkli kompleks sayilarin belirledigi noktalar isaret-
lenmis, « ile pozitif yonlii acilar ve § ile negatif yonlii agilar belirlenmig ve ilgili kompleks
sayilarin esas arglimanlar1 belirlenmistir. Analiz bilgilerinden herbir kompleks say i¢in
cos(a) = cos(f) ve sin(a) = sin(f) olduklar1 gibi periyodik durumlardan dolayi, her
n € Z ig¢in cos(a + 2nmw) = cos(f + 2nw) ve sin(a + 2nw) = sin(f + 2nm) oduklar
aciktir. Ustteki aciklamlar ve bu bilgiler paralelinde, ilgili acilarin dogruluklarmi tekrar
teyit ediniz.
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(a) (b) (c)

Grafik-(a)’'da z = 3v/3 — 3i kompleks sayist icin 3 = —7/6 € (—x, 7] seklindeki ag
segimini esas argiiman olarak secebildigimiz gibi o = 111/6 € [0, 27) seklindeki se¢im de
olabilmektedir. Yani, arg(3\/§ — 3i) = 117/6 ve Arg(3\/§ — 3i) = —pi/6 se¢imlerin

herikisi de dogru olur.

Grafik-(b)’de verilen w = /3 + i kompleks sayis1 i¢in de a = 7/6 ve § = —117/6 dir.
Dogal olarak, Arg(v/3+1i) = 7/6 € (—m, 7] olan esas argiiman dogr olan segimdir.

Grafik-(c)’de verilen kompleks say1 da v = —2 + 2i olup o = 37w /4 ve § = —5n/4 dur.
Yine, bu kompleks say1 igin  Arg(—2+2i) = 3w /4 seklindeki esas argiimanin se¢imi dogru
olan se¢imdir.

Tanim 1.4. 0, verilen bir z # 0 kompleks sayisinin esas argiimami gostermek iizere,

cost) = % =g = r= |z|cosO

ve
liy]

sinl =i = = y= |z|cosO

sonuglar1 kolayca elde edilir. Bu her iki veri eger z = x +iy € C — {0} kompleks sayisinda
goz ontine alinirsa,

2z =x + iy = |z|cosh + i|z|sind
= |z[(cosb + isind) (0 < 6 < 2r)
= |z|[cos(Arg(z)) + isin(Arg(z))] (—m < Arg(z) <)

seklindeki 6nemli bir sonug elde edilir ki buna z = x 4+ iy € C — {0} kompleks sayisinin
kutupsal formu adi verilir. Tabii ki sintis ve cosiniis fonksiyonlarinin periyodik olduklar:
g6z ontine alinirsa, elde edilen kutupsal formlar;

z =z +iy = |z|[cos(0 + 2n7) + isin(0 + 2n7)] (n € Z)
= |z|[cos(arg(2)) + isin(arg(z))] (n € Z)
= |z|[cos(Arg(z) + 2n7) + isin(Arg(z) + 2nm)] (-7 <60 <)

sonucunu da yazabilmekteyiz. Ornek 1.4’deki kompleks sayilarin kutupsal formlar1 hem
arz(z) hem de Arg(z) acilarma gore agagidaki gibi olugturulmusgtur. Liitfen dikkatlice
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inceleyiniz.
3v/3 — 3i = [3v/3 — 3i|[cos(117/6) + isin(117/6)] = 6[cos(117/6) + isin(117/6)]
= [3v/3 = 3i|[cos( — 7/6) + isin( — 7/6)] = 6[cos(n/6) — isin(r/6)],
V3+i=|V3+il[cos(n/6) +isin(n/6)] = 2[cos(n/6) + isin(r/6)]
= |V3 +il|[cos( — 117/6) + isin( — 117 /6)] = 2[cos(117/6) — isin(117/6)]
—2+ 2 = | — 2+ 2i|[cos(3m/4) + isin(3m/4)] = 2v/2[cos(37/4) + isin(37/4)]

= | — 2+ 2i|[cos( — 5m/4) +isin( — 5m/4)] = 2v/2[cos(5m/4) — isin(57/4)]
olarak yazabiliriz.

Tanim 1.5. Her § acis1 icin e = cosf + isinf gosterimine (formuliine) Euler gosterimi

veya Euler formulii ad1 verilir. ﬂgili fonksiyonlarin periyodik durumlari goz 6niine alinirsa,
yine ilgili formiil

e = cosh + isinf = cos (9 + 2n7r) + isin (0 + 2n7r) (n S Z)
seklinde de yazilabilecegi agiktir.

Ustteki bu formiil hem uygulama hem de teorik acidan oldukca kullamsh bir formiildiir.
Bunun igin, agagidaki baz1 durumlar1 vurgulamakta fayda gormekteyiz.

i-) Her 6 igin
€| = |cosf + isinf| = \/cos20 + sin?0 = 1 ,
lwe | = |w||cosd + isinf| = |w|v/cos?0 + sin?0 = |w| ,
e~ = cos(—0) + isin(—0) = cos(0) — isin(0) , e | =1,
€™ = cos(m) +isin(m) = —1+i0 = —1 , €™ = cos(27) + isin(27) =1 +i0 = 1,
e™? = cos(m)2) +isin(n/2) =0+il =4 ---

olduklar1 agiktir.

ii-) Her z =z + iy = C — {0} i¢in

e* = "W = e"e" = ¢ (cosy + isiny)
ve

le?| = |e*T¥] = |e*||e¥| = e®|cosy + isiny| = e*

olur.
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Tanim 1.6. Herhangi bir z = x + iy € C — {0} kompleks sayisi
z = |2|[cos(0) + isin(0)] = |z]e”
veya ilgili periyodik durumlar goz oniine alinirsa,
z = |z|[cos(0 + 2n7) + isin(0 4 2n7)] = |2|e"F2 ™ (0 < 0 < 27)

seklinde gosterilebilinir ve bu gosterimlere z kompleks sayisimm Fuler gosterim(ler)i veya
z’nin tstel (tssel) formu adi verilir. Bu gosterimler, Ornek 1.3’deki kompleks sayilari i¢in
gbz ontine alinirsa, ilgili kompleks sayilar:

33 = 3i = 6e1/0 | /340 =270 —2 4 2i = /27
seklinde de yazabiliriz.

Ayrica, dik tiggenlerdeki trigonometrik bagintilar yardimiyla iistte (iii)’de verilen grafik-
(d)’deki verilerden kolayca
tanf = £ = 0 = tcmfl(ﬂ)

x

ve Pisagor bagintisindan da
2P =2 +y* = [z = Va2 +
olduklarimi biliyoruz. Dogal olarak, her z = z + iy € C — {0} i¢in
2] = |z +iy| = |z +iy|eon WD) = |z 4y [cos(tan™ (y/x)) +isin(tan™ (y/z))]

yazim da gerekli olabilmektedir.

Simdi kompleks sayilar1 argiimanlari, kutupsal ve Euler gosterimleri ile ilgili ve oldukga
da kullanigh olan bazi1 temel onermeleri verelim.

Teorem 1.2. Her z, 2z € C — {0} i¢in agagida verilenler daima dogrudur.
i) arg(zlzg) = arg(zl) + arg(zQ) iii) arg(i) = —arg(zl)

ii) arg(i—;) = arg(zl) — arg(ZQ) iv) arg(z_l) = —arg(zl)

ispat. Sadece (i)’de verileni ispatlayip digerlerini de sizlerin aragtirmasina birakalim.
01 ve 6y agilar sirasiyla z; ve zo kompleks sayilarin herhangi bir argiimanlari olsun. O
zaman,

2 = |z (003«91 + ismeg) ve z; = |21|(COSQ1 + isin&z)
seklinde yazildiklarini biliyoruz. Basit bazi elementer islemler sonucu,
2129 = [|zl|(00391 + isinﬁg)} [|zl| (0036’1 + isineg)}

= |z1||22] [0059100892 — sinbsinby + i(sin9100392 + cos@lsineg)]
18



= |z1|| 2] [608(01 + 92) + isin(@l + 92)}

sonucuna variriz. Bu da bizi
arg(zl) + arg(zg) =0,+60, = cw"g(zlzg)

sonucuna kolayca gotiiriir.
Dikkat edilirse, kompleks sayilarin iistel formlarinin sikintisiz ve rahat bir uygulamasi
olarak tistte verilen herbir 6nerme ic¢in oldukca kullanighhg: goriiliir. Clinkd,

71 = | 21| (costy + isinby) = |z]e?

ve

2 = |z (00301 + isinég) = |zpei

olduklar1 goz oniine alinirsa, kolayca
2120 = (|z1]€) (z2]€) = |z1]|22] (€70) (€7%2) = |z1]|22]e®102) = |2y zp|e?(OrH2)
elde edilir.

Ornek 1.6. Agagida verilenleri dikkatlice inceleyiniz.

a) n € Z olmak tzere arg(5) = 0+ 2nw = 2nm, Arg(5) = 0; arg(—=5) = 7 + 2nw =
(2n + 1)w, Arg(=5) = m; arg(m) = arg(22/7) = 0+ 2nw = 2n7w, Arg(w) = 0; arg(—7n) =
arg(—22/7) = 7+ 2nm = (2n + 1)m, Arg(—7n) = 7; arg(5i) = ©/2 + 2nmw, Arg(5i) =
(4n + 1)w/2; arg(=5i) = —7w/2 + 2nmw = (4n — V)7 /2, Arg(=5i) = —7/2; arg(1 + i) =
w/4+42nm = (8n+ 1)w/4, Arg(1 + i) = w/4; arg(—1 +1i) = 37/4 + 2nm = (8n + 3)7/4,
Arg(—=1 +14) = 3n/4; arg(1 — i) = —n/4 4 2nm = (8n — 1)w/4, Arg(1l — 1) = —n/4;
arg(—1 —1i) = =3nw/4 + 2nm = (8n — 3)7/4 ve Arg(—1 — i) = —37/4 seklindeki olur ve
argiimanlarinin herbiri de ilgili kompleks sayilarin esas argtimanlaridir.

b) Her n € Z ve her z;, 2o € C — {0} i¢in

1 e e 1| i(0-02) — 1 it
= By — 0y — € = € )

22 |z2|e*02 |z2| €92 22 |z2|

2 |z1|e‘:91 _ lafer _ |z_1‘ei(91702)

z2 |ZQ|€“92 |22| et02 22 )

(Zl)n _ (|Zl|€i91)n _ (|z1|6i91)n _ |Z1|n(eiel)n _ |zl|n€in91
(Z122)” — <|21’6i91|z2|ei6‘2)” _ (|2122|€z‘(91+02))n _ 121Z2|n€m(01+92)

Uyar1 1.2. Verilen bir kompleks sayisinin argimani olarak esas argiiman kullanilmadig:
baz1 durumlarda problemler olugsmaktadir. Bu proplemlerin kaynag ise 2r—periyodik du-
rumdan kaynaklanmaktadir. Bu olasi sorunun ortadan kaldirilmasi i¢in ya esas argiiman-
larin kullanilmasi ya da argiimanlar kullanildigindan modiiler aritmetik “Mod 27”7 seklinde
uygulanmasi gerekir. Bu agidan asagidaki 6érnek oldukc¢a onemlidir.

Ornegin,
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z1 = —3i karmagik sayisinin esas argimanim degil de, arg(—3i) = 37/2 geklindeki
argiimani ile zo = 2¢ karmagik sayisimin esas argiimanini olan arg(2i) = 7/2 argimanlar
secelim. Bu durumda,

arg[(—3i)(21)] = arg( — 62’2) =arg(6) =0# 27 =31/2 4+ 7/2 = arg(—3i) + arg(2i)

seklindeki farkl sonuclar bulunur. Halbui ki, eger z; = —3i kompleks sayisi icin de esas
deger, yani arg(—3i) = —m/2 olarak alinsaydi

arg|(—3i)(2i)] = arg(6) = arg(6) =0 = —n/2 + 7/2 = arg(—3i) + arg(2i)
esit olan iligki goriiliirdii. Bu durum icin, eger modiiler aritmetik dikkate alinirsa
arg(—3i) +arg(2i) =0 ( Mod 27)

sonucu elde edilecektir. Bu ise arg(6) = 0’ya esit olacaktir. Boylece, olasi sorun da ortadan
kalkacaktir.

Bu iistteki bilgilendirme dogrultusunda, Teorem 1.2’yi tekrar agagidaki gibi iki sekilde
belirtmekte fayda gormekteyiz.

Teorem 1.2'. Her 2, 2, € C — {0} icin asagida verilenler daima dogrudur,
i) arg(s1) = arg(z1) +arg(z) (Mod 2n) i) arg(L) = —arg(s) (Mod 2r)
i) arg(2) = arg(z1) —arg(z) (Mod21) V) arg(z) = —arg(z1) (Mod 2n)
Teorem 1.2". Her 2, 2 € C — {0} icin asagida verilenler daima dogrudur.
i) Arg(122) = Arg(=1) + Arg(z) iii") Arg(L) = —Arg(21)

ii”) ATg(j—;) = Arg(zl) — ATg(ZQ) iv") Arg(z_l) = —Arg(zl)
Teorem 1.2 ve bunun tistte belirtmis oldugumuz diger hallerini genellestirelebilmekteyiz.
Herbirinin ispatini, timevarim metodunu kullanarak ispatlayiniz.
Algtirmalar 1.3.
i) Asagida belirtilen esas argiimenanlar1 bulunuz.
Arg((1—i)®) , Arg((1+i)7%) , Arg(:5) , Arg(glgi) , Arg((1—i)*(1+4)°(1+iV/3))
ii) Asagida verilen kiimleri kompleks diizlemde ¢iziniz.
Hi={z€C: Arg(z) =7} , Hy={z€C:|Arg(z)| =7/2},
Hy={z€C:Arg(iz) =7/2} , Hi={2€C:m/d < Arg(z) <7},
Hs={z€C:|Arg(iz)| <m/6} , He={z€C:m<Arg(z+1—1)=m/4}.
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iii) k € Z olmak tizere, her i = 1,2,--- ,n ve z;,w; € C — {0} i¢in agagida verilenler
daima dogrudur.

a) arg(zf) = karg(z) (Mod 2r)
b) arg(z1z2 -+ z,) = arg(z1) + arg(z) + -+ +arg(z,) (Mod 27)

c) arg(21z2 L Zn) = —arg(z1) —arg(z) — -+ —arg(z,) (Mod 2m)
c) arg(m) = —arg(zl) — arg(zg) — e = arg(zm) (Mod 27)
d) arg(%) = arg(zl) + arg(z'g) + e+ arg(zm)

—arg(wy) —arg(ws) — -+ —arg(wy,) (Mod 2m)

Simdi, oldukg¢a 6nemli ve kullanigh olan ve literatiirde de De Moivre Formali olarak
bilinen Onermeyi verip ve ispatlayalim.

Teorem 1.3. Her n€Z ve 6 € R igin (cosd + isind)" = cos(nb) + isin(nd) dur.
ispat.
(i) n =0 hali agiktur.
(ii) n pozitif say1 olsun. Bu durum ise, Tiimerim ile ispata uygun bir 6nerme olur.
(Neden?) Bunun igin;
n = 1 ise egitlik agiktir.
n =k i¢in (cost + isinf)* = cos(k#) + isin(k6) dogru oldugunu varsayalm.
n=k+1icn (cosd +isind)*™ = cos|(k + 1)0] + isin[(k + 1)6] 6nermesinin dogru
oldugunu gostermek durumundayiz. Gorelim.
(cost + isind)* ™ = (cosb + isind)*(cosd + isind)
olup ve varsayimimiz burada kullanilirsa,
(cost + isind)* = [cos(kB) + isin(k6)](cosd + isind)
= cos(kB)cos(0) + icos(kO)sind + isin(kf)cosd — sin(k)sind
= cos|(k + 1)0) + isin[(k + 1)0)
pozisitif samsayilar igin ispat biter.
(iii) n negatif tamsay1 say1 olsun. Bu durumda n = —m iligkisi geregi, m bir pozitif
tamsay1 durumundadir. O zaman,

(cost + isind)" = (cosf + ising) ™™
_ 1
T (cosB+ising)™
1 . (cosO+isind)™
(cosO+isind)™  (cosO+isind)™
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(cosO+isind)™
[(cosO+isind)™|

_ [ cosb+isind ™
" |cosO+isinf|™

= [cos(—0) + isin(—0)]™ (m € ZT)
elde edilir ki bunun i¢in de zaten (ii)’de ispat yapilmisti.
~ Bu formiilin bir uyugulamasi olarak, agagidaki ornegi vermekte fayda goriytruz.
Inceleyiniz.
(cos + isinf)* = cos®0 + 2icosHsind + i>sin?0
= c0s%0 — 2sin*0 + i2cos0sinf = cos(20) + isin(20)

olup ttte her iki tarafin reel ve sanal kisimlarindan, kolayaca

c0s(20) = cos*0 — 2sin*0 ve sin(20) = 2cosfsind

trigonometrinin bilindik temel bagintilar: elde edilir.

Algtirmalar 1.4. Agagida istenenleri bulunuz.
a) cos(360) ve sin(360)’y1 cosf ve sinf cinsinden elde ediniz.

b) cos(40) ve sin(460)’y1 cosf ve sinf cinsinden elde ediniz.

) (46)
c) cos(nf) ve sin(nf)’y1 cos(d) ve sin(f) cinsinden elde ediniz.
(n) (nf)

¢) cos(nd) ve sin(nf)’y1 cos(0/2) ve sin(0/2) cinsinden elde ediniz.

Tanim 1.7. z € C — {0} kompleks saysimin bir w € C kompleks kuvveti z* seklinde
gosterilir. Bu bolimde n := w € Z seklindeki herhangi bir tamsay1 olmasi durumu esas
alinacak ve w € C geklindeki herhangi bir kompleks say1 olmasi olduk¢a kapsamli bilgi
igereceginden dolayi ileriki boliimlerde ele alinacaktir.

0 2

Dogal tamsayilar icin 2° = 1, 2! = 2, 22 = 2.2 ,--- ve her n = 1,2,3,--- icin de
2" = 2" 1.z oldugu da kolayca goriilebilir.

Negatif tamsayilar icin de 2", z’'nin tersi olan z~! kompleks sayis1 cinsinden 2" =
(271)™™ geklinde olacaktir.

Bildigimiz iizere n. dereceden (kuvvetten) bir denklemin n tane kokii (¢oziimii) vardir.
Tabii ki bize verilen her n. derecen denklemin koklerini (¢6ziimlerini) bulmak (belirlemek)
kolay bir ig degildir. Sadece bazi ozel tiirler veya bazi kisitlamalar altindaki denklemler
i¢in koklerin belirlenmesi miimkiin olabilmektedir. Bu belirlemelerde, yani kompleks denk-
lemlerinin koklerinin bulunmasinda

2" =rel0+2m) (P c R | k€ 7)
seklindeki bilindik esitlik oldukg¢a onemli rol oynar.

Simdi, durumu kompleks degisken iceren, yani bilinmeyeni 2z olan ve her i =0,1,2, - - -
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icin w;’ler de kompleks sayilar olmak tizere
p(2) = wn2" + Wwp_12" 4+ w3z 4 w2 + wiz + wy = 0(w, #0)

seklindeki denklemler n. dereceden bir kompleks bilinmeyenli denklem adini alir. Bu tir
denklemlerin n tane kokiikiiniin (¢oziimiiniin) oldugunu bilmemize ragmen genel anlamda
ilgili koklerin bulunmasi oldukga zordur. Fakat, bu denklemin 6zel halleri olan

wWp2" +wy =0 (wn #* O)
veya buna denk olan
wo

"=« (a = ——)

seklindeki n. dereceden bir kompleks denklemin koklerini belirlemek durumundayiz. Bu-
nun icin, ilgili denklemin, yani ¢oztim olarak aranan z = z;’larin modiil ve arglimanlarin
belirlememiz yeterli olacaktir. Bunun igin,

M=a = [ =la| = [2"=la] = |z =o'
gerektirmelerini aranan z'ler i¢in modil ve
M= = (eia)n _ eiarg(a) = eina — ei[Arg(a)Jerfr]
= nf = Arg(a) +2kr = 0 = 2T () — 12 ...)

gerektirmeleri i¢in de arglimanlar1 belirlemis oluruz. Bu veriler, aranan z = z; kokler ic¢in
g6z oniine alinirsa,

2=z, = ’Z‘ezarg ‘Oé’l/n iarg(a)/n ‘all/n i[Arg(a)+2km]/n (k’ — O, 1’ 2’ . )
olacaktir.

Durumu bir 6rnekle netlegtirelim.

Ornek 1.7.
a) z? = —4i geklindeki 2. dereceden kompleks denkleminin iki kokiinii de belirleyelim.
Burada o = —4i olup, || = | —4i| = 4 ve arg(a) = arg(—4i) = —mw/2+ 2kx dir. Buna

gore, aranan kokler (coziimler) z = z;, = 41/2€(=7/2+2km)/2 geklinde olacaktir. Bunlar da;
k=0 icin zy = 4'/2¢/™/2/2 = 2e=i/* = 2[cos(—7/4) + isin(—7/4)]
= 2[cos(m/4) — isin(n/4)] = 2(1/v/2 —i1//2) = V2 — /2
ve
k=1icin z; = 41/2(=m/242m)/2 — 2c=337/4 — 9[cos(—3m [4) + isin(—37/4)]
= 2[cos(3m/4) —isin(3m/4)] = 2(—1/v2 —il/V/2) = —/2 —iV/2

olarak bulunur. (Bu kokleri bir de sirali ikililerden ve ilgili aksiyomlardan yararlanarak
sizler bulunuz.)
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b) z* = 8i geklindeki 3. dereceden kompleks denkleminin iki kokiinii de belirleyelim.
Burada a = 8i olup, |a| = |8i] = 8 ve arg(«a) = arg(8i) = 7/2 4 2km dir. Buna gore,
aranan kokler (goziimler) z = zj, = 8'/3¢!("/2+2km)/3 seklinde olacaktir. Bunlar da;
k=0 icin zy = 8/3¢(™/2)/3 = 2¢/3 = 2[cos(7 /6) + isin(—7/6)]
= 2[cos(n/6) + isin(r/6)] = 2(v/3/2 +i1/2) = /3 + 1,
k=1 igin z; = 8/3¢i(m/242m)/3 — 2¢57/6 — 9cos(57/6) + isin(57/6)]
= 2[cos(/6) + isin(1/6)] = 2(—v/3/2 +i1/2) = —/3 +i
ve
k =2 igin zy = 81/3ei(m/2H4m)/3 — 201Tm/6 — 9cos(37/2) + isin(37/2)] = —2i
= 2[cos(3m/4) — isin(31/4)] = 2(=1/V2 — i1/V/2) = —v/2 —i/2

olarak buluruz.

Su ana kadar, n € NT olmak tizere hep 2" = wy (wg € C' — {0}) seklindeki kompleks
denklemlerin koklerinden bahsettik. Elbette ki, ilgili n sayis1 bir negatif tamsay1 da olabilir.
Boylesi bir durumda, n = —m iligkisi geregi ilgili kompleks denklem yine 2" = 7™ =
wy (wy € C — {0}) kompleks denklemine denk olan 2™ = 1/wy = wy (wy € C — {0})
seklinde denklem elde edilir. Bu gibi denklemler i¢in de yine kok arasgtirmasi belirttigimiz

gibi olcagr aciktir.

Rasyonel kuvvete sahip kompleks denklemlerin ¢oziimii konumunda olabilecek asagidaki
gibi verilen kompleks sayilarin tiim degerlerini belirlemek yeterli olcaktir. Bunun icin, ara-
larinda asal olan n, m € N* dogal sayilar: icin bize verilen sifirdan farkli herhangi bir wy
kompleks sayisinin,

™ = ()’

seklindeki durumunu ele alahm. Eger w = w(l)/ " iligkisi goz oniine alimirsa, kolayca w™ =
wy iligkisi elde edilir. Burada tistteki bilgiler kullanildiginda, her £ =0,1,2,--- ;m —1

. Arg(wg)+2km
W =wy = w=w = |wo|V/ el m

= ¥/lwol [COS(W) +ism(w)}

seklindeki m—tane kokiin oldugunu bilmekteyiz. Dolayisiyla, istenen

(wm)" = (o) = { /T [cos (A28 i (Aroteh i |17

m—tane kompleks sayilar1 elde edilir.

Durumu daha da somut bir érnekle ele alalim. Bunun icin de (—1)%/3 kompleks say1ismin
ele alalim.
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(=12 = [(-=)"°P

olduguna gore, eger w = (—1)/? denilirse,

w=—-1 = w=w, = | - 1|1/3 Z(M) = 61(L§'k“) (k = 07172)
elde edilir. Burada;
k=0 = wy=e"% =cos(r/3) +isin(n/3) = 1 +i%2,
k=1 = wy=e"™ = cos(m) +isin(r) = —1+1i0 = —1
ve
k=2 = wy= e = cos(5m/3) + isin(5m/3) =
elde ederiz ki, dolayisiyla
(1)Y= {2+ZT’_1'_Z\/T§
ve
2 3\ 2 3\ 2
(D)) = (0 = {(G+9) (D% G —9) )
sonuclarim elde ederiz.

Aligtirmalar 1.5.

(i) Asagida verilen kompleks sayilarin tiim degerlerini bulunuz.
V=2, V=2, V1—i, ¥YT+i, Vi, V=i, (=12, (=i)*/>, (1+40)*°, 1+4V/3
(ii) Asagida verilen kompleks denklemlerin ¢oztimlerini bulunuz.
22 —32—i=0,22—iz—14+i=0, 22—-3iz—2i+1=0, 22 +2:2-3i=0,
22-32-2i=0,22-1=022-3i2=0, 2—0)(z—9)*—(1+1i)(z—1)*=0,
2—i2?—1—-i=0,2°—4iz=0, 3iz' —i=1, ("= 1(2+1)(x*-2i)=0
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