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1. BOLUM

DiZI KAVRAMI

Dizi kavramimn matematik biliminde oldukga kullamgh bir kavramdir. Kargimiza ya
sayr dizileri ya da fonksiyon diziler: seklinde sikca gikar. Oncelikli olarak say1 dizlerini ele
alalm.

1.1. Reel (Gergel) Say: Dizileri

Bu kavramlara girmeden once iizerinde temel dort iglemle tanimlanan sayilar kiimesini
hatirlayalim. Bunlar; dogal sayilar, tam sayilar, rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilar olarak
bildigimiz sayilarin olusturdugu ve genellikle N, Z, Q ve Q' seklinde belirtilen ve sirasiyla
asagidaki gibi:

N={0,1,2,3,--},
Z:{ 7_37_27_1707172a37'”}7
Q:{%:n,meZven%O}

ve
Q' : “ ™ (n,m € Zven #0) seklinde yazilamayan sayilar kiimesi ”

seklinde gosterilen bilindik kiimelerdir. Ayrica tistteki herbir say1 kiimesini iceren ve R
notasyonu ile gosterilen kiime de yine bildigimiz ve iizerinde galigtigimiz reel (gergel)
sayilar kiimesidir.

Ayrica, N, seklindeki bir notasyonla da
Nm:{neN:nzmvemEN}:{m,m+1,m+2,--- : mEN}

seklindeki dogal sayilarin ardigik ve sonsuz elamanli kiimesi olarak gosterilecektir. Or-
neklendirecek olursak:

NQI{HENZTLZO}:{O,LQ,“'}EN,
Ni={neN:n>1}={1,2,3---} =NF =N,

Nis={neN:n>15} = {15,16,17,--- },

seklindeki dogal sayilarin birer alt kiimesi durumunda olan sonsuz elamanli kiimeler ola-
caktir.



Oncelikli olarak matematik biliminde sik¢a kullamlan énemli bir terim de komsuluk
kavramidir. Bunu da hatirlatalim.

Tanim 1.1. Bir 25 € R sayis1 verilsin. Bu saymin bir € (e > 0) (agik) komsulugu U, (x),
U(xo;€), De(zo) veya D(zo; €) notasyonlarindan herhangi biri ile gosterilir ve

{zeR: |z —z] <e (e>0)}
seklindeki kiimeyle tanimlanir. Baz1 elementer iglemler sonucu,

{zeR:|Jz—a|<e (e>0)}={reR:zg—e<z<z9+e (¢>0)}

= (aco—e,xg—l—e)

seklindeki bilindik agik aralik kolayca elde edilir. Bu tanim oldukg¢a onemlidir ve an-
lamhdir. Ciinkii, ilgili € > 0 sayis1 kiigiiltiikge elde edilecek (x¢in komsguluklar) i¢ ige
gecmis agik araliklar (dizisi) olarak kargimiza gikar. Dogal olarak en igteki acgik aralik
iizerinde yapilan her bir elementer islem digtakiler i¢cin de yapilan elementer iglemleri ge-
rektirir. Tabii ki bu iglevin karsiti dogru olmak zorunda degildir. Bu agidan iligili € > 0
say1s1 ne kadar kiiciik secilse iglevimiz i¢in de o kadar daima dogru olan islevler s6z konusu
olur. Bu durum matematik derslerindeki énemli tanimlarda kendini gosterecektir.

Tamm 1.1'in R! uzaymdaki karsihiginin (xo — 6,29 + e) seklindeki kiimeye, yani bir
acik araliga kargilik geldigi aciktir. Bazi ornekler olarak;

Ornek 1.1.

a) U(0)={zeR: |z -0/ <e (e>0)} = (—¢¢) kimesi o = 0'm bir (agk) €
komgulugudur.

b) U(l)={zeR:|z—1]<e (¢>0)} = (1—¢1+¢) kimesi zo= 1"m bir (acik)
€ komsulugudur.

c) U(-1)={zeR:jz—(-1) <e (¢>0)} ={zeR:|z+1] <e} =
(—1—¢ —1+¢€) kiimesi de 2o = —1'in bir (agik) € komgulugu olur.

Bu iistteki komguluklardaki ilgili € pozitif sayisi sirasiyla e = 1, ¢ = 1/2 ve e = 1/10
olarak secilirse; ilgili noktalarin daha 6zel komsuluklar: da asagidaki gibi olur.

a) U,00)={zeR:|z—-0 <1} = (—1,1) seklindeki zyp = 0 noktasmm e = 1
(agik) komgulugu elde edilir.

b') Uip(0)={zeR:|z—1] <1/2} =(1-1/2,1+1/2) = (1/2,3/2) seklindeki
xo = 1 noktasinin € = 1/2 (acgik) komsulugu elde edilir.

c) Uiio(0) ={z eR:|z+1| <1/10} = (-1-1/10,-1+1/10) = (—11/10,9/10)
seklindeki g = —1 noktasinin € = 1/10 (agik) komsulugu elde edilir.



Simdi bu dersin 6nemli konularindan biri olan dizi kavrami ve bunlarla ilgili temel
tanimlar1 verilim ve bazi oérneklendirmeler yapalim.

Tanim 1.2.

(i) N,, kiimesinde R kiimesine tanimlanan fonksiyonlara dizi veya reel (gergel) say1
dizisi adi verilir ve genellikle (x,,), (Zn)n=m, (Tn)m veya (2,)50 seklinde gosterilmesine

ragmen “dizi” vurgulamasi yapilarak sadece x, (n € N,,) ile de ifade edilebilinir.

Tlgili fonksiyonun deger kiimesi eger reel sayilar kiimesinde ise iligili dizi reel say1
dizisi, eger deger kiimesi kompleks sayilar kiimesinde ise kompleks say1 dizisi adini alir.
Dolayisiyla, =, = f(n) : N,, — R seklindeki fonksiyonlar birer reel (gergel) say1 dizisi
olacaktir. Bu durumda, N,, kiimesi ilgili dizi (fonksiyon) i¢in bir tanim kiimesi ve {mn :
n e Nm} kiimesi de ilgili dizi (fonksiyon) i¢in bir deger kiimesi konumunda olur.

Onceden belirtmis oldugumuz N,, kiimesinin dengi ve iistteki tammda belirtilen bir
dizinin fonksiyon olma sartlari g6z 6niine alinirsa, her n € N,, i¢in x,, = f(n) seklindeki
bir fonksiyonun tanimliligi zorunlu olmak durumundadir. Bu agidan, bazen ilgili dizinin
nereden baglayacagini da vurgulamak icin fonsikyon formunda gostermeksizin dogrudan
(n)m gibi bir notasyonla gosterimi de kullanilir.

(ii) Bir (x,,)., reel (gergel) say1 dizisi verilsin. Bu dizinin
(xma Tm41, Tm425" " 5 Tmtn—1, " ) veya {xma Tm4+1) Tm42, " s Tmtn—1," " }

seklindeki agik ifadesine (z,,),, dizisinin acik formu ad verilir ve agik formdaki her bir z,,
reel sayisina da ilgili dizinin terimleri adi verilir. Bu terimler, elde edilme sirasina gore;
ilgili dizinin 1. terim, 2. terim, ..., n. terimi (veya genel terimi) seklinde adlandirilir.

(iii) Bir kural dahilinde (z,),, gibi (reel say1) dizisinin 6gelerinden olugan her bir
diziye (z,)n, dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir. Bu tiir diziler genellikle (xnk) seklinde ifade
edilir.

Ornek 1.2.

a) (z,) = (1/n) seklindeki bir dizi igin, n bir dogal say1 olmasi gerektiginden dolay,
ilgili m = 0 secimi (1/n) dizisinin fonksiyon olma gartina uygun olmadigindan dolay: ilgili
kiime, yani Ny = NT geklindeki kiime olarak segilmelidir. Yani, (z,); = (1/n); seklindeki
bir dizi s6z konusu olup x,, = f(n) dir. Bu dizinin agik formu ise,

(Zn)1 = (1/n)1 = (21 = f(1), 22 = f(2), 25 = f(3), -+ ,2n = f(n), )
=(1/1,1/2,1/3,--- ,1/n,--+)

seklinde olup ve bu dizi igin; 1. terim: 1/1 = 1, 2. terim: 1/2, {i¢lincii terim: 1/3, ...
ve n. terim: 1/n olan z, = f(n) : N* — R, z, = f(n) = & seklindeki fonksiyondur.
Dolayisiyla; 1. terim: x; = f(1), 2. terim: zy = f(2), 3. terim: z3 = f(3), --- .



Ayrica,

(z2n), = (1/(2n)), = (1/2,1/4,1/6,--- ,1 ),
(z2n-1), = (1/(2n— 1)1 = (1,1/3,1/5, 1/7 ,1/(2n 1)),
(27n-s), = (1/(Tn = 3))1 = (1/4,1/11,1/18,--- ,1/(Tn — 3),--+)

1/
dizilerinin hepsi bir kuralla olugturulmustur ve her biri (x,) = (1/n) dizisinin bire alt
kiimesi seklinde olan birer alt dizileridir.

b) z, = v/4 — n seklindeki bir ifade bir diziyi ifade edemenz. Kisacasi dizi degildir.
Cinkii, 6yle bir ng € N sayis1 var ve her n € N, icin ilgili ifade taniml olamaz. Bu da
fonksiyon olma oOzelligini bozar. Eger ilgili ifade x,, = v/n — 4 olsaydi, o zaman bir diziyi
iafde ederdi ve her n € N, 4 ilgili ifade bir fonksiyon olma sartin1 saglardi ve ilgili dizinin
acik formu da

(2n)4 = («/n—4)4: (x4,x5,x6,--~ 7%7...) — (0:\/6,1:\/1\/57\/57...)

seklindeki dizi olur du ve bu dizinin de 1. terim: 0, 2. terim: 1, 3. terim: v/2, 4. terim :

V/3 seklinde giden dizi olurdu.

3

Bu dizi i¢in,
(w20), = (V2n=14) , (2201) , = (V20 =3) , (wnys), = (VR +1)

birer alt dizisidir. Herbirinin acik formlarini da sizler elde ediniz.

Alstirmalar 1.1. Asagida genel terimiyle verilen (reel) say1 dizileri i¢in 6énce uygun bir
baslangic dogal sayisini belirleyiniz ardindan da agik formlarini olugturunuz.

sin(nm) , (=1)", nl, (=2)", =, nzg(Zj) , T(LQ__IZ;L ,n—(=1)", ™,

(1+2)"  cos(Z), A=1)", n—ym,n", n?=2yn, ne", 2o

(iii) Bir (x,,)m reel (gergel) say1 dizisi verilsin. Eger her n € N,, i¢in z,, < M olacak
sekilde (en az) bir M € R sayis1 varsa bu diziye tistten sinirh bir dizi veya kisacasi iistten
siirhdir denir. Benzeri mantikla, eger her n € N,, i¢in z,, > K olacak sekilde (en az) bir
K € R sayisi varsa ilgili diziye alttan sinirli bir dizi veya kisacasi alttan sinirlidir denir.
Hem alttan hem de iistten siirh dizilere alttan ve tistten sinirh bir dizi veya kisacasi
sinirh diziler adi verilir.

Bazen belirtilen simirhhik durumunu her n € N,, igin |z, | < M olacak sekildeki (en az)
bir M pozitif sayisinin varligi seklinde de tanimlanir. Dogal olarak, iistte belirtilen m ve
M reel sayilart mutlak degerin tanimi geregince,

m=-M<wz,<M=M
seklindeki simirlandirilan reel sayilar olacagi agiktir. Ayrica, her n € N,, i¢in (z,,),, sinirh

dizisi igin x,, < M; kosulunu saglayan herbir M; reel sayisina (z,,) dizisinin bir st sinir1
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ve x, > M; kosulunu saglayan herbir m; reel sayisina da (x,) dizisinin bir alt smir1 adi
verilir.

Ornek 1.3.

a) Ornek 1.1’de verilen dizinin her n € N* icin #, < M; < 1 oldugundan dolay1 {istten
simirh ve her n € N* i¢in x, > M; > 0 oldugundan dolay1 da alttan simirh bir dizidir.
Dolayisiyla, (1 / n)1 dizisi sinirli bir dizi olur. Ayrica, M; > 1 kosulunu saglayan her reel
say1 ilgili dizi i¢in bir tist sinir ve m; < 0 kosulunu saglayan herbir reel say1 da dizi i¢in
bir alt sinir olur.

b) (n(-1)"), = (0,-1,2,-3,4,-5,6,---) = (---,—5,-3,-1,0,2,,4,6,-- ) dizisi-
nin de ne alttan ne de iistten sinirli olmadigi agiktir. Dolayisiyla, bu dizinin ne bir iist
sinirt ne de bir alt sinir1 vardir.

) (58), = (—dr by ) = (<L = —eoe oo 3) o
de hem tstten hem de alttan sinirh oldugu agiktir. Terimler bir negatif bir pozitif veya bir
pozitif bir negatif olan dizilere alternatif dizi ad1 verilir. Bu dizi i¢in M; > 1/4 kogulunu
saglayan her reel say1 bir iist sinir ve m; < —1 kogulunu saglayan herbir reel say1 da bir
alt siir olur.

¢) (—n),=(0,-1,-2,-3,—4,-5,---) = (---, =5, —3,—-2,—1,0) dizisinin Gstten
sinirgl ama alttan siirh olmadigr agiktir. Dizisi i¢in herhangi bir alt simirindan bahsede-

meyiz ama M; > 0 kosulunu saglayan herbir reel say1 bir iist sinir olur.

d) (n?),=(0%17,2%,3%4%5% --) = (0,1,4,9,16,25,-- - ) dizisinin de iistten smurh

degildir ama m; < 0 kosulunu saglayan herbir reel sayi ise bir alt sinir olur.

e) (3) 0= (3, 3,3,3,3,-- ) dizisinin hem tstten hem de alttan sinirlhi oldugu agiktir.
Bu tiir, yani biitiin terimler biribirine egit olan dizilere sabit diziler olarak adlandirilir. Bu
sabit dizi i¢in, M; > 3 kosulunu saglayan her reel say1 bir iist sinir ve m; < 3 kosulunu
saglayan herbir reel say1 da bir alt siir olur.

Algtirmalar 1.2. Asagida genel terimiyle gesitli (reel) say1 dizileri verilmigtir. Herbiri
i¢in once uygun baslangi¢ bir dogal sayisini belirleyiniz ardindan da herbirinin sinirh olup
olmadiklarinmi aragtiriniz.

6 1_(_1)n m 2n+1 3n—5 (=" n

n—2 »m/ 0 321 2m—6 0 /m n—(—n)

n n / n 1 n n 1 1
(_3) m 5 37’L— 5 ) 2 ) 1 - $ I 1 + <_1) ) n2-16 n(n—l—l) ) n(n4_1) )

we (UL et SR 2 () Ve=6, ()" et

1 2
' n—y/n? n_97

(iv) Bir (z,,)m reel (gergel) say1 dizisi verilsin. Eger her n € N,, i¢in z,, < M; olacak
sekilde (en az) bir M; € R sayilar1 var olsun. Bu durumda, min {K; : K; € R} sayisma
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(y)m dizisnin supremumu veya kisacasi sup’u denir ve genellikle sup,, {mn 'n € Nm}
seklinde gosterilir. Benzeri sekilde, her n € N,, i¢in =, < M; olacak sekilde (en az) bir
M; € R sayilar1 var olsun. Bu durumda, max{]\/[i . M; € R} sayisina (z,),, dizisnin
infinimumu veya kisacasi inf’i denir ve genellikle inf, {xn ‘n € Nm} seklinde gosterilir.

Ornek 1.4. Asagida verilenlerin dogru olup olmadiklarini arastiriniz.

Suppeny {3 —2(=1)"} =5, infen {3 —2(=1)"} =1, infuen+ {27} =2,

D, {2 = 1, s {52y} = 2 infuen {5} =~ supey {25} = 2

SUD,ent {4—n} =3, inf,en+ {n"} =1 ,inf,en, {\/n — 4} = \/Li , SUD, et {nz} =1,
SUp,,en+ {ﬁ} =1, inf,cn+ {e‘"} =0, sup,en+ {1 — %} =0, inf,en+ {n”} =1.

Sonug 1.1. Ustten smirh her (reel) say1 dizisinin bir supremumu, allttan smirl her (say1)
dizinin infinimumu ve dolayisiyla sinirh her (reel) say1 dizisinin de hem supremumu hem
de infinimumu vardir.

Simdi dizlerle iizerinde tanimlanan temel islemleri verelim.

Tanim 1.3. (z,,)m ve (yn)m (reel) say1 diziler ile a ve [ reel sabitleri (skalarlari) verilsin.
Bu durumda;

(i) Her n € N,, i¢in z,, = y,, ise (Tn)m ve (Yn)m dizilerine esit diziler denir ve (z,,) =
(yn) seklinde gosterilir.

(ii) (xy)m dizisinin bir « sabiti ile carpimi «-(z,,),, seklinde gosterilir ve a-(zy,), =
(- 2p)m seklinde tanimlanir.

(iii) (zn)m ve (Yn)m dizilerin toplamlart (x,)m + (Yn)m seklinde gosterilir ve ()., +
(Yn)m = (Tn + Yn)m seklinde tanmmlanir.

(iv) (zn)m ve (Yn)m dizilerin ¢arpim (z,)m:(Yn)m seklinde gosterilir ve (z,,)m:(Yn)m =
(p * Yn)m seklinde tanimlanir.

(v) (z,)m dizisinin (y, )., dizisine bélimi % seklinde gosterilir ve gz;: = <§—:>
seklinde tanimlanir. Tabii ki her n € N,,, i¢in y,, # 0 dir. "

Bildigimiz R kiimesinde tanimlanan temel igslemler yardimiyla tistteki gibi olugturulan
tanimlamalar paralelinde:

—(2n) = (=1)-(z) = (D)) = (=) ,
(2n) = (Yn) = (2n) + (_ (yn)) = (xn - yn)
a-(xn) + B-(yn) = (-0 + B-yn)

olacagr aciktir. Ayrica, ikiden fazla say1 dizisi, 6rnegin; (Z,)m, (Yn)m ve (2n)m dizileri
icin de (2,)-(yn)-(2n) = (Zn-Yn-2,) gibi tanimlanacaktir.



Ornek 1.5. (2,)0 = (1)0, (yn)o = (n)o ve (22)0 = (n2)o (reel) say1 dizileri icin;
3-(xn)o =3-(1)o= (310 =)o, (&n)o+ (Un)o = (o + (n)o = (1+n)o,
n)o

(Zn)o*(Yn)o = (Tn-Yn)o = (1-n)o = (n)o ve % — Mo — (%)0 - (n)o )
(Tn)o (Yn)o (2n)o = (Tn Yn-z0)o = (1-m-n?) = (n2)0 .

Algtirmalar 1.3. (z,)o = (—n)1, (yn)1 = (n)1 ve (2,)0 = (1/n); dizilerini kullanarak,
asagida verilenleri belirleyiniz.

3(55“) - 2(Zn> + 5<yn) ) (ZS% ) (xn)(yn) - (Zn) ) % ) (yn) + %

Agagida genel terimiyle gesitli (reel) say1 dizileri verilmistir. Her biri i¢in 6nce uygun
baglangi¢ bir dogal sayisini belirleyiniz ardindan da herbirinin sinirhi olup olmadiklarini
aragtiriniz.

Simdi, (reel) say1 dizilerin artanligina ve azalanligina iligkin 6nce tamimlamalar ya-
palim ardindan da 6rneklendirelim.

Tanim 1.4. Bir (z,,),, (reel) say1 dizisi verilsin. Bu durumda:

(i) Her n € N, i¢in x,, < z,,41 kosulu saglaniyor ise ()., dizisine (monoton) artan

dizi veya kisaca (monoton) artandir denir.

(ii) Her n € N,, i¢in x,, > z,,41 kogulu saglaniyor ise (x,,),, dizisine (monoton) azalan
dizi veya kisaca (monoton) azalandir denir.

(iii) Her n € N,, i¢in x,, < x,,1 kosulu saglaniyor ise (x,,),, dizisine kesin artan dizi
veya kisaca kesin aratndir denir.

(iv) Her n € N, i¢in x,, > z,41 kosulu saglamyor ise (z,,),, dizisine kesin azalan dizi
veya kisaca kesin azalandir denir.

Dizilerin monotonluklar: (artan ya da azalan) aragtirmada verilen dizinin durumuna
gore giicliikler yagayabiliriz. Bu konuda agagida bilgileri géz 6niine almakta fayda gorebi-
liriz.

Uyar: 1.1.

(i) Tlgili esitsizler bazi elementer islemlerle yiritiillmeye ¢aligilir ve herhangi bir celigki
yoksa ilgili esitsizligin dogrulugu kesinlesir.

(ii) Dizilerin N,, seklinde tanimh oldugu kiime dogal sayilarin ardigik ve sonsuz
elemandan olusan bir kiime olmasi1 Tiimevarim yontemine uygunluk gosteren bir ispat
yontemi isaret eder. Bunun i¢in de;

qn):x, <apyy =22 <1 (Veya qn) :xy > Tpyy = 2 > 1)

Tn+41 Tn+1



onermesinin her n€I=N,, icin dogrulugunu tiimevarim yontemi yardimiyla arastirma yo-
luna gidilir.

(iii) ﬂgili aragtirmlarin yapilmasi igin fonksiyon kavramlarini kullanilabilinir. Burada
N,, C [m,00) olduguna gore, verilen wu, gibi bir genel terimli dizinin reel x degiskenli
f(x) = u, seklindeki fonksiyonun birinci tiirev aragtirilmasi yoluna gidilebilir. Yani, ilgili
araliktaki her z i¢gin f'(z) < 0 ya da f’(x) > 0 olmasi monotonluk aragtirmasi igin yeterli
olacaktir.

Simdi, bu durumlar1 birer 6rnekle ele alalim.

Ornek 1.6.

a)x, = gz; genel terimli (reel) say1 dizisinin artanhiginin ya da azalanhgimi aragtirahm.

Bu dizi i¢in ilgili m dogal sayisinin en az m = 0 alinmasinda problem olmadigi agiktir.

Yani, (z,)0 = (;’ZH)O seklinde dizi soz konusudur. Buna gore,

_ 3n—1 3(n+1)—1 6n

Wn =Tn = Tntl = 9377 ~ 3(niD)13  (@ntl)(2n45)

elde edilir ki bu da her n € N i¢in w,, = x,, — 2,11 > 0, yani x,, > x,+; demektir. Bu ise

ilgili dizinin azalan bir dizi oldugunu gosterir. (Daha dogrusunu sdylemek isteseydik, bu
dizi i¢in monoton azalan m1 yoksa kesin azalan m1 dememiz gerekirdi? Tartiginiz.)

b) n € Ny olmak iizere z, = 2. genel terimli (reel say1) dizisinin (monoton) artan
olup olmadigini tiimevarim metodunu kullanarak sizler arastiriniz. Yani, her n > 4 igin
q(n) = xpy1 — T, = -+ - > 0 Onermesinin dogrulugunu tiimevarim yontemiyle aragtirimiz.

c) Son olarak z, = arctan(L) genel terimli (reel say1) dizisinin artanhgmm ya da
azalanligini aragtiralim. Bu dizi i¢in ilgili m dogal sayisinin en az m = 1 alinmasi gerektigi
agiktir. Bu durumda, N C [1, 00) oldugundan dolay1 [1, 00) kiimesi iizerinde siirekli olan
f(x) = arctan (L) fonksiyonunun incelenmesi yeterli olacaktir. Ineleyelim:

T

1
)= —2 1
f( ) 1+(%) 1422
elde edilir ki bu da bizi her z € [1,00) igin f'(z) < 0 sonucuna gotiriir. O halde, ilgili
fonksiyon [1, 00) arahginda azalan bir fonksiyon olmasi (arctan(1/n)), dizisinin de azalan
olmasini gerektirir.

Algtirmalar 1.4. Agagida genel terimleri verilen (reel say1) dizilerinin monotonluklarini
arastiriniz.

VI+V24+V3+-+yn meNt) | 2—V1—-V2—-V3—---—\n (neN"),
n—L neN?) | n+d (neN*t) , 1+1 (neN¥) , 1-1 (neN¥),

)
I+s+s++L meN") | HT+5+5++5 (neNh),
10



271/n (neN*t) | 2V/" (neN*t) | 27" (neN*t) | n2™" (neNY),
Inn neNy) , = (neNy) , & (neN3) , 22 (neNT),

Inn n

sin(1/n) (n€N) , cos(l/n) (neN) , 2 (neN) , -~ (neNT),

cosn

27" (neN) , & neN;) , 2 (neNy) , % (neN") , 2 (neNy).

Simdi (reel) say1 dizilerinin yakinsamas: ile ilgili tanimlari, bazi temel 6énermeleri ve
uygulamalar1 verelim.

Tamim 1.5. Bir (z,,)., (reel) say1 dizisi ve bir de z reel sayisi verilsin. Her € > 0 keyfi
sayis1 verildiginde 6yle bir N dogal say1 var ve bu N sayisin1 gecen her n dogal sayisi icin
}xn — xo| < € oluyorsa, (x,),, dizisine xy’a yakmsiyor denir.

Yakinsak olan dizilere kisaca yakinsaktir ve yakinsak olmayan dizilere de wraksak dizi
veya kisaca wraksaktir denir.

Bilindigi tzere ilgili yakinsama zaman zaman dizinin limiti olarak da adlandirilir
ve bu durum n (n — o0) sonsuza giderken (yaklagirken) (z,), dizisi de xy’a gider
(yaklagir) denir. Bu durum, kisaca “(z,), dizisinin limiti xy’dir” denir ve durum ya
n — oo tken x, — xg seklinde ya da lim,, ..z, = ¢ seklinde gosterilir.

Bu tanimda 6nemli olan iki husus vardir. Bunlari belirtmekte (vurgulamakta) 6nem
gormekteyiz. Bunlar:

Bazen ilgili (aranan) N dogalsayist N(e) seklinde de ifade edilir. Bu oldukga agik bir
ifadedir. Ciinkii, tanimdan da anlagilacag iizere, “e > 0 sayisi1 verilmekte ve ‘xn — xo‘ <€
esitsizliginin saglanmasi” ifade edilmektedir. Elbette ki boylesi bir esitsizlik verilen € > 0
keyfi sayisina gore belirlenecektir.

Digeri ise, ilgili keyfilik istenilen kadar kiigiik olmasiyla énem arz eder. Ciinkii, her
€ <€ (Z,] € N) i¢in
|co-|<€& = |-0-|<g
gerektirmesi daima dogru olur. (Liitfen dikkat: |- o-| < r (r > 0) esitsizliginin dogru

olamsi durumunda R > r > 0 kogulunu saglayan her R sayisi igin |-0- | < R esitsizligi de
daima dogru olur. Ama bdylesi bir 6nermenin karsit1 daima dogru olmaz!)

Ornek 1.7.

a) x, = % genel terimli (reel say1) dizisinin 0’a yakimsadigini, diger bir ifade ile
lim,, oo % = 0 oldugunu gosterelim.

Her € > 0 keyfi sayis1 verildiginde 6yle bir N := N(e) dogal sayisin1 bulmaliyiz ki her
n > N dogal sayisi icin ‘xn — xo‘ = |% = 0! < € dogru olsun.

e > 0 keyfi sayis1 verilsin. O zaman,
11



on 0] = |3 0] =& <«

dogru olur, eger N := N(e) > 1/e olacak sekildeki herhangi bir (6rnegin, N := N(e) =
14 [1/€] ) dogal say1 se¢imi yapilirsa. (Liitfen dikkat: Dogru olmas: istenen |1 < e esitsizligi
n gore coziillirse % < n sonucu kolayca goriiliir. Bu mantikla, her keyfi ¢ > 0 sayis1 icin
% < n seklindeki bir ¢oziimiin varligi daima var olacagina gore, istenenin de bir dogal
sayist iligkisi de her n > N := N(e) = 1+ [|1/e] saglanms olur.)

b) z, =1+ n—12 genel terimli (reel say1) dizisinin 1’a yakinsadigini, yani lim,, (1 +
-) =1 oldugunu gérelim.

Yine ilgili tanim geregi, her € > 0 keyfi sayisi verildiginde 6yle bir N := N(¢) dogal
sayisini bulmaliy1z ki her n > N dogal sayist icin |a:n — x0| = ‘(1 + #) — 1! < € dogru
olsun.

Keyfi € > 0 sayist verilsin. O zaman,
ra— 0] = | (14 ) 1] = | 2] = & <

dogru olur, eger N := N(e) > 1/4/€ kogulunu saglayacak sekilde (6rnegin, N := N(e) =
1+ ﬂl / \/Eﬂ) secimi yapilirsa. Gergekten de, her € > 0 sayist verildiginde her n # N :=
N(e) > 1/4/€ (érnegin, N := N(e) = 1 + [1//€] seklinde bir dogal sayis1 seilirse) icin
‘ (1 + #) — 1| < e daima dogru olur. € > 0 sayisinin keyfiligi, yani daima ige yarayan € — 0
iligkisi ’(1 + #) — 1} — 0 bu da (1 + #) — 1 — 0 veya denk olarak 1 + n—12 — 1 dogal
sonucuna gotiiriir. Bu da zaten bilmis oldugumu limit iligkisidir.

c) (z,) = (”T“) dizisinin 1’e yakinsadigim yani, lim, _oox, = lz'mn_wo”TJrl =1

oldugunu gorelim. Bunun igin de, her € > 0 keyfi sayisi i¢in 6yle bir ny € N dogal sayisi
bulmaly1z ki her n > ng ic¢in |2 — 1| < € olsun. O zaman,

21 = [t =d<e » a>

olacagina gore, en basitten % sayisindan biiyiik olan ilk dogal sayiy1 ng ile gosterirsek o
zaman her n > ng(= ng(e)) igin | — 1| < € olur. O halde, lim, " =1 dir.

¢) Her k > 0 sabit sayist i¢in (z,,) = (n"’“)2 dizisi 0’a yakinsar. Bunun i¢in, her € > 0

L O‘ < € olsun. Eger
n

icin dyle bir N = N(e) dogal sayis1 bulmaliyiz ki her n > N igin
her € > 0 sayist igin N = N(e) =1+ [%] secilirse,

[N:N(E)>%EU€/€>O] = &= <c¢
gerektirmesi dogru olur. O zaman,

Vn>N=N() = | -0==L<5:<e
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gerektirmesi de dogru olur. Bu ise, (n%) dizisinin yakinsak ve n% — 0 olmasidir.

d) Her a ve r # 1 reel sayilar icin, |r| < 1 ise (ar")l dizisi 0’a yakinsar ve |r| > 1 igin
de (ar")l dizisi wraksaktir. |o| > € > 0 kogulu saglayan her € > 0 i¢in &yle bir N dogal
sayist bulmaliy1z ki her n > N ig¢in |ar™ — 0| < € olsun. o zaman, |ar™ — 0| = |«o||r"| =
laf|r|” <€ = |r|" < ¢/|a] ve buradan da

log (Ir[") < log (¢/laf) = n > e

elde edilir. Eger

N 2 Nie) = 1+ |t

log [r|

segersek, her € > 0 keyfi sayis1 verildiginde ilgili esitsizligi gerektiren bir N dogal sayisi
bulabiliriz. |r| > 1 olmasi durumunda da lim,_, ar™ = sgn(a)oo olcaktir. Yani, limit
olmaz.

Ahstirmalar 1.5.

i) Asagida verilenlerin dogruluklarim gérﬁniiz.

Sn—1 3—5n -1 _

. 5 . . - _ 3n 3
hmn—)oo (3_ T) - 3 ) hmn—>00 m - 3 ) hmn—>00 3n - 3 ) hmn—>oo 5n+2 — _5 )

. —1)" N .
lim, o0 3 ”+1 =0, lim,_, Cu =0, lim,_, —”2+1 =1, lim, oo == =0
3n+2 n4—n ’ 3 ’

limy, o 52 =0, lim, oo (1 - 525) =1, lim, 0o 2 =0, lim, oo (2)" =0

ii) Asagida genel terimi verilen dizilerin limitlerini énce belirleyiniz sonra da dogruluklarini
goruniiz.

1-n 1 n? 3n—2 1-2n n (;)n 5—n2 (=n» n n2+1
I+n 7 1+4y/n 7 2n241 7 2n+1 ° 2-3n ’ 2n—5 * \5/ B 0 Tn2 n

iii) Asagida genel terimi verilen dizilerin karakterlerini (yakinsak mi yoksa iraksak mi)
arastiriniz.

n— n?— n nn n -nH" -n n? n n n
n=2 3’2 gn | (=1 1 m_(g),(—l).

nf’ 2n+1 ' 2n+5 n ) Ian 0 B 9 /I+n2 ' n2410 0 27

Dizilerin yakimsakliklar ile ilgili daima dogru olan énermeler vardir ki (biz bunlara
ispati miimkiin olan énerme, yani teorem deriz) bunlara sik¢a kullamlmaktadir. Simdi
bunlar1 verelim.

Teorem 1.1. Bir (2,,)n, Ve (Yn)n, (reel say1) dizileri ile o ve § reel skalarlari verilsin. Bu
durumda;

(1) (xn)n, yakinsak ise yakinsadig) say1 sadece bir tanedir. (Diger bir ifade ile ilgili
dizisinin limiti var ise bu sadece bir tanedir.)
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(i) (zn)n, yakinsak ise sinirhdir. (Yani, (x,),, yakinsak ise her n > ng i¢in |z,| < M
olacak sekilde (en az) bir M > 0 reel sayis1 vardir.)

(iii) (2,,)n, artan (azalmayan) ve iistten siirh bir dizisi ise yakinsaktir.
(iv) (z)n, azlan (artmayan) ve alttan sinirh bir dizisi ise yakisaktir.

)
(v) Bir (x,,)n, dizisi yakinsak ise her bir (x"k>no alt dizisi de yakinsaktir.
(vi) (zp)n, yakinsak ise |(xp,)n,| = (|mn|)n0 dizisi de yakinsaktir.

(vii) (z,)n, vakimsak ise (ax,),, dizisi de yakimsaktir. (Diger bir ifade ile, (x,)n,
dizisinin limiti, yani lim, . =, = x¢ ise (ax,),, dizisinin limiti, yani lim, . =, = axg

dir.)

(viii) (2,),, yakmsak ve her n > ng i¢in z, # 0 ise (1 /xn)no dizisi de yakinsaktir.
(Burada ilgili dizi elbette ki sifira yakinsamayan bir dizidir.)

(ix) (Tn)ng Ve (Yn)n, dizileri yakinsak ise (axy, + SYn)n, dizisi de yakinsaktur.
(x) (n)ng Ve (Yn)n, dizileri yakinsak ise (2,4, )n, dizisi de yakinsaktir.

(x1) (Tn)ny Ve (Yn)n, dizileri yakinsak ise (:vn/yn)no dizisi de yakinsaktir. (Burada
elbette ki (y,,)n, dizi sifira yakinsamayan ve her n > ng icin y,, # 0 olan bir dizidir.)

(xii) (zp)n, dizisi yakmsak ve ve verilen herhangi bir » € R sayis: i¢in dizinin her-
bir terimi z] tammli, » < 0 olmasi durumunda herbir terimi sifirdan farkli ve sifira

yakinsamayan bir dizi ise (x;)no dizisi de yakinsaktir.

Utteki teoremi elbetteki limit olarak ifade etseydik asagidaki gibi olurdu.

Teorem 1.1'. Bir (x,),, ve (Yn)n, (reel say1) dizileri ile o ve § reel skalar verilsin. Bu
durumda;

1) lim T, = Xo 1se yakinsak ise xg reel sayis: biriciktir.
n—oo 4n 0 y 0 y
(ii") limy, o0 T = g ise (2)n, smurhdir.

(iii") (zn)n, artan ve iistten smurh bir dizisi ise lim, o, 2, = zo olacak sekilde sadece
bir tane x reel sayis1 vardir.

(iv") (zp)n, azlan ve alttan smirh bir dizisi ise lim, o, x, = x¢ olacak sekilde sadece
bir tane xy reel sayis1 vardir.

(V') limy, 00 @, = g is€ (2y,)p, dizisinin her bir (asnk)no gibi yine lim,,_ o, 2, = ¢ dir.
(vi") lim,, oo 2, = T ise lim, o |2,| = |20] dur.
(vil') limy, o0 p, = xg ise lim, oo (om:n) = alim, o0 (xn) = auq dir.

1 1

(viii') lim,, o 2, = 29 # 0 ve her n > ng igin x,, # 0 ise lim, (wl) == =
n

o limy 00 Tn xo

14



dar.

(ix") limy, o0 T, = xo Ve limy, o0 Yn = Yo ise lim, o (ozxn + ﬁyn) = lim,, 00 (amn) +
lim,, o0 (ﬁyn) = alim,_yo0 Tp + Blim, o T, = g + Bxg dir.
(x') limy, o0 T, = g ve limy, o0 Y, = Yo iS€

(xi") limy oo = xo ve limy, ooy = Yo # 0 ve her n > ng i¢in y, # 0 ise
3 Tn )\ — limpy o0 Tn
llmn;)oo (yn) T limy, 0o Yn dlr.

(xii") lim,, o ,, = o ve verilen herhangi bir r € R sayist i¢in dizinin herbir terimi z!,
tanimli, 7 < 0 olmas1 durumunda herbir terimi sifirdan farkli ve sifira yakinsamayan bir
dizi ise lim,,_,oo (:c;) = x( dir.

Simdi ilk ikisini ispatlayip digerlerini de sizlerin aragtirmasina birakalim.
ispat.

(i) Igili dizinin z, — a ve z, — b seklindeki iki farkh sayiya yakinsadigim kabul
edelim. Bu durumda, verilen her € > 0 sayis1 i¢in Oyle birer N; ve Ny dogal sayilar1 vardir
oyleki

Vn € Ny i¢in |z, —a] < ¢/2 (= |z, —a| <¢)
ve
Vn € Ny i¢in |z, — b < €¢/2 (= |z, —a| <¢)
dir. Buna gore, eger M = N(e) = min{ Ny, No} olarak secilirse her n > N i¢in
o= b = [a—zn + 2, — b = | = (zn — @) + (2, — D)
<|x,—a|l+|r,—bl <€/2+¢€/2=c¢

elde edilir. O halde aranan dogal sayis1 bulunmus olur. Verilen € > 0 sayisi keyfi oldugunadan
dolayn, tistteki esitsizlikten kolayca |a—b| ifadesi en kiigiik olarak sifir olur. Bu da a = b de-
mektir. Bu ise, baglangigtaki varsayimimizla (iki farkh limitin kabulii ile) geligki olugturur
ki bu da ispat1 bitirir.

(ii) (Tn)n, (reel say1) dizisi yakinsak olsun. O zaman, verilen her € > 0 say1s1 igin dyle
birer N = N(e) dogal sayis1 vardir ve her n > N igin |z, — xo| < € dir. Istenilen ise her
n > ng i¢in |z,| < K olacak gekildeki bir £ > 0 sayisin1 bulmaktir. Aragtiralim.

Tgili dizinin yakimsakhigimdan dolay: , ilgili N. dogal sayisindan 6nceki dizisinin terim-

leri igin, yani

M = maX{|xno|7 ’xno+1|7 Tty ‘xnoJerl’u 6}
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se¢imi ile birlikte € < 1 secimi goz oniine alinirsa,
|zn| = |0 — 20 + 20| < |zp — 0| + |20 <M +e<14+ M=K
elde edilir ki, bu da (z,,),, dizisinin sinirli olmasi demektir.
(iii) (xy,)n, dizisi monoton artan (azalmayan) ve iistten simirh bir dizi olsun. O zaman,
Ty S Tngt1 < Ttz <00 S Tpggn <0

olacagi i¢in o = sup{x,, : n € N,,, } gibi reel sayisi mutlaka vardir. € > 0 sayisi verildiginde
a — € sayist {z, : n € N, } kiimesinin bir tist siir1 olamayacagindan dolay, o — € < x,,
esitsizligini saglayacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir ve

n>N = a—e<ay<z,<a<a+t+e = |r,—a|<e
olur ki, bu da, z,, & o demektir.

(x) (z,) dizisi X, € R saysina ve (y,) dizisi de yo € R sayisina yakinsasi. O zaman,
her keyfi ¢ > 0 ve €5 > 0 sayilar1 igin birer N; = Nj(e;) ve Ny = Ny(€3) dogal sayilart
vardir ve V n > Ny i¢in |z, — x| < €1 ve V n > Ny i¢in |y, — yo| < €2 dir. O halde, her
e > 0 keyfi sayis1 verildiginde dyle bir N = N(¢) dogal sayis1 bulmaliyiz ki ¥V n > N i¢in
|TnYn — Toyo| < € olsun. Buna gore, n > N kosulunu saglayan her n € N sayisi igin

|Z0Yn — ToYo| = |ZnYn — ToYo — TnYo + TnYo| = |Tn(Yn — Yo) — b(zy — 20)|

< znl|yn — yol| + |yol|7n — wo| < [2n]er + |yole

esitsizligini saglayan keyfi €; = s——~ ve €3 = 57 ) secimleri yapilirsa,

€
2(1+M) 1+yol

VneN=N(e)=max{Ni(e), Na(e2)} = max {N1 (M) , N <m>}
olmasi durumunda
Zntn — Toyol < [@nllyn — Yol + |yoll2n — 20| < |znler + [yolea < § + 5 =¢

sonucuna kolayca varilir. Boylece, verilen NV dogal sayisinin kabiilii istenen ispat bitirir.

Soyut matematik dersinden bilmis oldugumuz gerektirme tiirtindeki onermelerin kargiti
ve karsit tersleri ile ilgili cok sayida onermeyi tistteki onermelerden elde edebiliriz. Bazilarini
bizler elde edelim. Digerlerini de sizlerin arastirmasina birakalim.

(i') (i)’de verilen 6nermenin karsit tersinden kolayca “Bir (z,)n, dizisinin birden fazla
limiti var ise ilgili dizinin limit yoktur.” Ornegin, ((—1)”)0 dizisi goz ontine alinirsa:

lim z, — lim {(_1)n} ~ lim { 1 , eger n cift ise }:{ 1

n—soo n—»c0 n—soo | —1 , eger n tek ise —1

elde edilir ki iki farkili limitle karsilagilir. Bu ise limitin tekligi geregi verilen dizinin limiti

olamaz. Yani yakinsak olmayan bir iraksak dizi olur.
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(ii’) (ii)’deki onermenin karsiti dogru olamaz. Yani, “Bir (,),, dizisinin smrh ol-
mas1 yakinsak olmasini gerektirmez.” Ornegin, ((—1)") o dizisi smirhdir fakat yakinsak
olmadigini gordiik. Diger taraftan, ((—1)” / n) , dizisi de hem siirhdir hem de yakinsaktir.

(iii") (iii)’den “Bir (1, ), dizisinin sirh degilse yakmsak da degildir.” Ornegin, (n(=1)"),
dizisi (ne tistten ne de alttan) siirli degildir ve yakinsak da olmaz. Gayet agik;

_ _ _ o i
lim x, = lim {n(—l)” = lim { s e%er n Gt 15¢ } — { o0
n—oo n—00 n—oo | —n , eger n tek ise —00

olur ki ig biter.

(x') (x)'da verilen onermenin karsiti, yani “(x,y,)n, dizisi yakimsak ise (z,),, ve

(4n)n, dizileri yakimsak olmak zorunda degildir.” Ornegin, (z, - yn), = ((=1)"-1/n), =
((=1)"/n), dizisinden (z,,); = ((—1)"), dizisi waksaktir ama (y,); = (1/n), yakmsaktur.
Sizler de (x)’de verilen dnermenin karsit tersini diigiintintiz ve érnek veriniz.

Yakinsak olan diziler ile siirekli olan fonksiyonlar arasinda énemli bir iligki vardir. Bu
onemli sonug¢ hem ilerideki baz derslerininizde hem de bundan sonraki kisimlarda kullan-
mak durumunda kalacagiz. Bu acidan, agagidaki teoremi vermekte fayda gormekteyiz.

Teorem 1.2. Bir f fonksiyonu bir xy noktasinda siirekli olsun ve bir (z,,),, dizisi de zq
noktasma yakmsasm. O zaman, (f (xn))no dizisi de f(x) noktasina yakimsar.

Ispat. Bildigimiz gibi, f fonksiyonu zy noktasinda siireklidir ancak veancak her ¢ > 0
sayis1 i¢in Oyle bir § > 0 says1 vardir ve
[z — 20| <6 = [f(z) — flzo)| <e

dir. Ayrica, x, — x¢ dir ancak va ancak her € > 0 sayisi icin Oyle bir N € N,,, sayisi
vardir ve Oyleki

n>N = |z, — x| <€
dir. Buradan ve ilgili fonksiyonun siirekliliginden kolayca
n>N = |z, —x| <é:=0 = |f(x,) — f(xg)] <€
olur ki, bu da f(x,) — f(xo) demektir.
Teoremin birer uygulamasi olarak agagidaki orenekleri dikkatlice inceleyiniz.

Ornek 1.8.

a) (z,) = (%), dizisinin 29 = 0 noktasma yakmsadigim ve f(z) = sin z fonksiyonunun
da her reel say1 i¢in siirekli oldugunu, dolayisiyla o = 0'da da siirekli olacaktir. O halde,

lim,,_,~ sin (%) = limn_,oof(%) = f(limn_>Oo (%)) = f(0)=0
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olur.

b) (z,) = (nLH)l dizisinin xy = 1 noktasina yakinsadigim ve f(z) = Inx fonksiyonu-
nun da yine her pozitif reel sayisi igin siirekli oldugununda dolay1 zo = 1'de de stirekli
oldugunu yine biliyoruz. Bu durumda,

lim,, . In (#1) = hmn%of(n%l) = f(limy 00 nLH) =f(1)=In1=0
olur.

Dikkat ederseniz, dizilerdeki limit kavrami fonksiyonlardaki limit kavramini andirmaktadir.
Cunkii, dizilerdeki limit kavramini dogal olarak fonksiyonlardaki limit kavraminiyla tanimlaya-
biliriz. Ykaridaki bilgiler dahilinde, detayli arastirmay1 sizlere birakip ve

“Bir f fonksiyonunun i¢in lim, .. f(x) = « ise lim, ., f(n) = a dir.”

onermesini vurgulamakla yetiniyoruz. (Bu tstteki 6nermenin kargitinin dogru olmak zo-
runda olmadigini biliyoruz. Orneklendiriniz.)

Aligtirmalar 1.6. Teorem 1.2’den yararlanarak asagida genel terimi verilen dizilerin
karakterlerini arastiriniz.

n—Ccosn nm 1 : nr—1 5n—1 / n Llon
—_r — = _ n+1
In (n+sinn> ’ arctan (nJrl) , COS (77' n) » Sl (2n+3) ? 10g5 ( n+5 ) ’ 4 + en €
Dizilerin, zaman zaman co’a veya —oo’a yakinsamadan da bahsedilir. Yakinsak olma-
yan bu tiir dizler icin gerekli tanimlamalar1 da vermekte fayda vardir.

Tanim 1.6. Herhangi bir (x,,),, (reel) say1 dizisi verilsin. O zaman;

(i) Herhangi bir M reel sayisi verildiginde 6yle bir N € N,,, sayist var ve bu sayiy1
gecen her n > N igin x,, > M oluyorsa, ilgili diziye sonsuz yakinsiyor denir. Bu tir
dizilerin raksakligi nedeniyle bazen sonsuza iraksiyor da denmektedir. Bu durum,

lim, ..oz, =00 veya x, — 00 (n — 00 iken)

seklindeki gosterimlerinden biri ile ifade edilir.

(ii) Herhangi bir M reel sayis1 verildiginde 6yle bir N € N,,, sayisi var ve bu sayiy1
gecen her n > N icin z, < M oluyorsa, ilgili diziye eksi sonsuz yakinsiyor denir. Bu tiir
dizilerin yine iraksak olusu nedeniyle bazen eksi sonsuza wraksiyor da denmektedir. Bu
durum,

lim, oz, = —00 veya x, = —00 (n — oo iken)

seklindeki gosterimlerinden biri ile ifade edilir.

Bu tistteki heriki tanimda da verilen her M reel sayisina gore ilgili N dogal sayisinin
varligindan bahsediliyor. Bundan dolayi, aynen dizilerin N — e iligkisinde oldugu gibi

18



aranan N dogal sayis1 verilen M dogal sayisina gore belirlendigi igin ilgili N dogal sayis

N (M) seklinde de ifade edilebilmektedir.
Ornek 1.9.

a) z, = n® — 10 genel terimli (reel) say1 dizisi sonsuza yakinsar (rraksar). Ciimkii,
herhangi bir M reel sayis1 verildiginde

Tp=n>—10>M = n>’>M+10 = n>+VM+10

esitsizligi daima dogru olur eger aranan M reel sayist v M + 10 sayisindan biiyiik olacak
sekilde segilirse.

b) z, = —3n% + 18 genel terimli (reel) say1 dizisi eksi sonsuza yakisar (iraksar).
Clmki, herhangi bir M reel sayis1 verildiginde

Tp=-3n+18<M = 3n*<18—M = n*<6-M/3 = n<6—-M/3

egitsiligi daima dogru olur, eger M reel sayisi /6 — M /3 sayisindan kiigiik olacak sekilde
secilirse.

Alstirmalar 1.7. Asagida gesitli (reel say1) dizileri verilmistir. Her birinin 6nce sonsuza
ya da eksi sonsuz yakinsar (iraksar) olduklarimi kestiriniz ve dogruluklarim gériiniiz.

3 2 1 / 1 n?41 1-n? n 5\" n?
5n—11,6—3n ,TL—E7 n—i—ﬁ, nfl’n_4r272 ’(Z_l) ,2 ,lnn

1.2. Alt ve Ust Limitler

Onceki orneklerimizden bazilar1 dikkatle incelenirse, bir dizinin limiti olmamasima
ragmen alt dizisi konumunda olan dizilerin limitleri s6z konusu olabilmektedir. Bu agidan,
sikca karsilagabilecegimiz onemli iki kavram olan limit supremum ve limat infinimum kav-
ramlarini tanitalim.

Tanim 1.7. Bir (z,),, (reel say1) dizisi verilsin. Bu durumda,

(1) (wn)n, dizisinin limit supremumu (veya st limiti) limsup,, ., @, limsup x,, veya
lim x,, seklinde gosterilir ve

lim,, o <supk2n {l?k> = lim,, { supzy : k> n}

seklinde tanimlanir.
(ii) (zp)n, dizisinin limit infinimumu (veya alt limiti) liminf, . x,, liminf z, veya

lim x,, seklinde gosterilir ve

lim,, oo (inf@n xk> = lim,, o0 { infx, : k> n}
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seklinde tanimlanir.

Elbette ki bir dizinin alt limiti veya tist limiti bir gercel sayiya karsilik gelebilecegi
gibi herhangi reel sayiya karsiik da gelmeyebilir. Bazen, Genelleigtirilmis (reel) gercek
sayilardan bahsedilir ve bu sayilar kiimesi de R = R U {0} seklinde gosterilir. Boylesi
bir durumda, tstten smirh olmayan bir (z,),, dizisinin limit supremumu dogal olarak
lim sup z,, = oo ve benzeri olarak da alltan siirh olmayan bir (z,,),, dizisinin limit infi-
nimumu da dogal olarak lim inf z,, = —o0 geklinde ifadeleri sik sik karsilagilan ifadelerdir.
Boylesi durumlarda, genigletilmis gercel sayilarin goz ontine alindigin1 ama gergekte bu
sonuclarin bir limit olarak kabul edilmedigini, yani R kiimesinde gercekte ilgili limitlerin
olmadigini bilmekteyiz.

Uyar: 1.2. Alt ve tst limitler ile dizinin gercek limiti arasindaki iligkiye dikkat etmek
gerekir. Bunun igin bir (z,),, dizisi verildiginde, asagidaki dnermeler daima dogru olur.

(i) limsup z,, = r = liminf z,, ve r € R ise lim z,, = r olur.
(ii) limsup z,, # liminf z,, ise lim x,, limiti olamaz.

Simdi, asagida verilen ti¢ dizinin limtlerini, limit supremumlarini ve limit infimumlarini
belirleyelim.

Ornek 1.10.

a) (z,) = ((-1)") , (reel say1) dizisini ele alahm. Bu dizi i¢in, Tanim 1.7’de belirtilen
{z) : k > n} = {(=1)F : k > n} kiimesinin {z, = (=1)* : k > n} = {22, : n €
N } U {x2n+1 'n € N} seklindeki temel iki kiime oldugu acikca goriiliir. Buradan da,
limsup {(—1)"} = 1 ve liminf {(—1)"} = —1 sonuglar acgikca elde edilir. Birden fazla
Imitin olmasi s6z konusu olmadigina gore, ilgili diznin limiti yoktur. Diger bir ifadeyle
dizi yakinsak degil, yani iraksaktir.

b) (z,) = ((—1)"/n), (reel say1) dizisini ele alalm. Bu dizi i¢in de yine Tamm 1.7'de
belirtilen {zj, : k > n} = {(-1)*/k : k > n > 1} kiimesinin de {2, = (—1)"/k :
k>n > 1} = {z2,/(2n) : n € NT} U {9,41/(2n + 1) : n € N*} seklindeki iki
esas kiimeden ibaret olacaif goz oniine almirsa sup {(—1)?"/(2n) = 1/(2n) : n € NT} =
1/(2n) ve inf {(—=1)*""*/(2n—1) = =1/(2n—1) : n € NT} = —1/(2n—1) olduklar agik¢a
goriiliir. Buradan da limsup {(—1)"/n} = lim,_ (1/(2n)) = 0 ve liminf {(-1)"/n} =
limn_m( -1/ (2n)) = 0 istenen limitler elde edilir. Ayrica lim,_,o 2, = 0 oldugu, yani
dizinin limitin 0 oldugu aciktir.

c) (zn) = (n*(—=1)"), (reel say1) dizisini ele alalm. Bu dizi i¢in de yine Tamm 1.7'de
belirtilen {zy, : k > n} = {k*(=1)* : k > n > 1} kiimesini ve bunun esiti konumunda
olan {z = k*(=1)F : k > n > 1} = {z2,(—1)*" : n € N*} U {wg41(—1)*"" : n € NT}
seklindeki iki esas kiimeyle iliskisi elde edilir. Buradan sup {(2n)*(—=1)*" : n € NT} =
{22,42,6%,--- } = +oo ve inf {(2n — 1)*(-1)*" ' :n e Nt} = { - 12, -3% —5%,... } =
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—oo olur ki ancak genellegtirigsmis gergel (reel) sayilar kiimesinde lim sup {nZ(—l)”} =
oo ve liminf {nQ(—l)"} = —oo geklinde olur ama bu limitlerin gercekte olmadiklarim
unutmayiniz. Ayrica dizinin limiti yoktur.

¢) Bir (xn)l dizisinin genel terimi:

-5 5, n=0(Mod 3)ise
S -5, n=1(Mod 3)ise
L, n=2(Mod 3)ise

seklinde verildigine gore, ilgili dizinin leimit, alt limit ve st ltmit aragtirmasi yapalim.
Dikkatli bir inceleme sonucu, verilen dizinin temel bazda

(@)1= (), = (= g¥7), = (= 5= o).

(b1 = (2an-2), = (5:5), = (335 )

ve
()i = (2301), = (7)1 = Go5om o)
seklindeki ii¢ alt dizisi s6z konusudur. (Neden?) Buna gore;
Uiy oo T3 = —1, liMy o0 T3p_20 =1 ve liMy o0 T3p—1 =0
oldugu kolayca goriiliir. Buradan, lim x,, = —1 ve lim z,, = 1 oldugu hemen goriiliir.

d) Bir (xn)o = (sin (%))0 dizisini ele alalim. Dikkat edilirse:

a,=0 , ne{0,2,4,6, - }ise
xnzsin(g): by=1 , ne{l,59,---}ise
2 cn=—1,ne{3,711, -} ise

seklinde ki {i¢ 6nemli alt dizleri s6z konusudur. (Neden?) Buna gore,
limy, oo @ =0, limy, o0 b, =1 ve lim, o ¢, = —1
olup ve buradan lim =, = —1 ve lim z,, = 1 elde edilir.

Aligtirmalar 1.8. Asagida cesitli (reel say1) dizilerinin genel terimleri verilmistir. Her
biri i¢in limit, al limit ve tist limit arastirmas1 yapiniz. Varsa belirleyiniz.

1— (_]_)n . n— (_1)71 ’ 1-(=n" , nt+(=1H)" . n— \/ﬁ n n (_1)n 7 1 — (=™ ’

n n 7 3n—6 7 2n—1 n

sin ((—1)") , cos (71'(—1)”) , In (2—|— (—1)”) , 44 (=1)", ni((ili;, , ZIE:B:

1.2. Reel (Gergel) Cauchy Dizileri
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Bilindigi gibi yakinsak dizilerin limiti var ve sadece bir tanedir. Dolayisiyla, verilen
herhangi bir dizinin limitini belirleme yoluna giderek verilen dizilerin yakinsak olduklarini
hakkinda bilgilenmekteyiz. Bazen, bir dizinin limitini bulma (belirleme) yoluna gitmeden
yakinsaklig1 hakkinda bilgi verbilmekteyiz ki butiir dizilere Cauchy dizisi ad1 verilir. Simdi
bu dizilerin tanimini oncelikli olarak verelim.

Tanim 1.8. Bir (x,),, (reel) say1 dizisi verilsin. Her € > 0 keyfi sayis1 verildiginde Gyle
bir N dogal say1 var ve bu N sayisini gecen her n, m dogal sayilar i¢in !xn — xm‘ < €
oluyorsa ()., dizisine (reel veya gergel) Cauchy dizisi ad1 verilir.

Cauchy dizilerinin terimlerinin belli bir dogal sayisindan sonraki her bir n ve m dogal
sayillarindan sonrak dizinin terimler arasindaki farkin istenilen kadar kiiciik olmasi ge-
rektigi ilgil tamimdan agikca goriilmektedir. Yakinsak olan bu tiir diziler i¢in elbette ki
verilen her keyfi € > 0 sayisina gore ilgili ilgili N dogal sayis1 s6z konusu oldugundan dolayn,
cogu zaman N = N(e) gosteriminin kullanimi da yine dogaldir ve her n,m > N = N (e)
dogal sayilar1 arasindaki ‘xn — xm| mesafesi de istenilen kadar olacaktir. Yine, herhangi
bir (z,) dizisinin Cauchy oldugunu ispatlamak igin |x,,; — z,,| seklindeki ardigik terimler
arasindaki farkin istenilen kadar kiigiik olmasi |z,, — z,,| ifadesinin istenilen kadar kiiglik
olmasini gerektirmeyebilir.

Ornek 1.11.

a) (z,) = (y/n), dizisini goz éniine alahm. Bu dizinin ardigik terimleri arasimdaki fark,
yani her n € NT i¢in

vVn+l—y/n)(vn+1 n
(Tnr1 — 2 = VI + 1 — /| = WF ‘/*\7{21&\/; o = \/7?}—&-\/5 =0

olmasina ragmen, 1raksak oldugu ve dogal olarak bir Cauchy dizisi olamayacagi agiktir.

b) x, = V14 n? genel terimli dizinin ardigik terimleri arasindaki mutlak fark, her
n € N igin

|[Tnt1 — | = |\/1 +(1+n)*— V1 + n?|
(V12 —viFn?) (/14 (1) +Vitn?)

\/1+(1+n)2+\/ 14+n2

o 2n+1 _ "(2+%)
= — — =
Vn24+2n+24+v/n2+1 n[\/1+%+n%+\/1+n%

J%1

olur ki, bu da |z, — x,| mutlak farkin istenildigi kadar kii¢iikk olamayacagimi gosterir.
Zaten, (z,) = (\/1 + n2) , dizisinin raksak oldugu da agiktir. Dogal olarak, boylesi bir
dizinin cauchy dizisi olamaz.

c) (%)1 dizisi bir Cauchy dizisidir. Ciinkii, verilen her keyfi € > 0 say1 i¢in arana dogal
sayist N = N(e) > 2/e olacak sekildeki bir se¢imle, her n,m > N = N(e) igin

|2y — x| = |1/n—1/m| < |1/n|+|1/m| <1/N+1/N =2/N <e
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olur ki bu da daima dogrudur.

c) ((:ng,)n)l dizisi bir Cauchy dizisidir. Her keyfi € > 0 sayisina karsihk N = N(¢) >

{/2/€e kogulunu saglaycak sekildeki herhangi bir se¢im yapilirsa, her n,m > N = N(e)
icin

|2 — | = [(=1)"/n® — (=1)"/m?|
< |(=1)*/n| + |(=1)"/m| < 1/N® + 1/N® = 2/N° < ¢

esitsizligi daima olur.

d) (7%)1 dizisi bir Cauchy dizisidir. Her keyfi ¢ > 0 sayisina karsihk N = N(e) >
log;(2/€) kosulunu saglayacak sekildeki herhangi bir se¢im yapilirsa her n,m > N = N(¢)
icin

T — 2| = [1/7 = 177 < |1/ + |1)7] < 1/7TV + 1/ =2/7N < e
esitsizligi daima olur.

e) ((—1)"713)1 dizisi bir Cauchy dizisi olamaz. Ciinki ilgili dizi ne tistten ne de alltan
sinirhdir. Boylesi, yani sinirli olmayan bir dizinin limitinin varligi zaten séz konusu bile
degildir. Yine de, her € > 0 sayis1 igin 6yle bir N = N(e) dogal sayisinin var oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, her n,m > N = N(¢) i¢in

2 = 2] = [(=1)"n = (=1)"m?] < |(=1)"n¥| + [(~1)"m*| < N*+ N° = 2N°

seklindeki egitsizlik elde edilir ki, bu da € > 0 sayis1 kadar kiigiik olmast ile ¢eligki olugturur.
O halde, aksiyomumuz, yani “N = N(¢) dogal sayisinin varhgimin kabulii” dogru olamaz.
Bu da isi bitirir.

f) ((—1)”)1 dizisi bir Cauchy dizisi degildir. Bunun i¢in de verilen dizinin yakinsak
olmamamsi yeterlidir ama farkli bir mantikigi ileri siirelim. Bun i¢in de verilen dizinin
Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim. O zaman, her € > 0 sayis1 i¢in bir N = N(¢) dogal
say1s1 kesin vardir. Dolayisiyla, n = 2N ve m = 2N + 1 dogal sayilar ilgili N dogalsayilari
gegen sayilardir. Bu durum da |z,, — ,,,| < € olmasi gerekir. Halbuki |z,, — x,,| = |zon —
Tont1] = [(=1)H — (=1)2F = |1 + 1] = 2 < € elde edilir ki bu da her ¢ > 0 icin
dogru degildir. O halde, varsayimimiz, yani “Cauchy dizisidir” kabuliimiiz dogru olamaz.
O halde, ilgili dizi Cauchy dizisi olamaz.

Alistirmalar 1.9. Asagida cesitli dizilere iligkin genel terimler verilmistir. Herbirinin
birer Cauchy dizisi olup olmadiklarini arastiriniz.

1 cosn  cosm  sinn (=" (=D (=" _ 1\l ]
COS(n)’ n 7 n?2 7 \/n \/ﬁ’5n—1’sinn’(1)n"3n7n"

cos (L), Lo, Gt LUt COr Dt D DT g gyn 2

> ny/n? Inm ? nymn 7 B 0 npm 0 ol 0 5

sin (J5), <% cosn, (=1)"sinn, (—1)"y/n, (=1)"(n+1)", (=3)", 3", (—n)",
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cos (n%l) , COS (%) N ) I (;}l)" e el/n

Simdi de Cauchy dizileriyle ilgili teoremlerin bazilarini verelim.
Teorem 1.3. Bir (x,),, ve (Yn)n, (reel say1) dizileri ile o ve § reel skalar1 verilsin. Bu
durumda;

(1) (zp)n, Cauchy dizisi ise smirhdir.

(i) (zn)n, yakinsak ise Cauchy dizisidir.

(iii) (xn)n, Cauchy dizisi ise yakinsaktir.

(iv) (xn)n, Cauchy dizisi ise her bir (xnk)no alt dizisi de Cauchy dizisidir.

(v) (zn)n, Cauchy dizisi ise |(zy,)n,| dizisi de Cauchy dizisidir.

(vi) (xn)n, Cauchy dizisi ise (axy,),, de Cauchy dizisidir.

(vii) (xy)n, bir Cauchy dizisi ve her n > nyg icin z,, # 0 ise (1/xn)n0 dizisi de Cauchy
dizisidir. (tabii ki (2,)n, dizisi sifira yakinsamayn bir dizidir.)

(viii) (2)n, Ve (Yn)n, Cauchy dizileri ise (o, + Byn)n, dizisi de Cauchy dizisidir.
(ix) (zn)ny Ve (Yn)n, dizileri Cauchy dizileri ise (x,y,)n, dizisi de Cauchy dizisidir.

(%) (Tn)ne Ve (Yn)no dizileri Cauchy dizileri ise (x,/ yn)no dizisi de Cauchy dizisidir.
(Tabii ki (yn)n, dizi sifira yakinsamayan ve her n > ng igin y,, # 0 olan bir dizidir.)

Simdi bazilarini ispatlayip digerlerini de szilerin aragtirmasina birakalim.
ispat.

(i) Bir (z,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim ve kolaylik olsun diye ilgili
€ = 1 secelim. O zaman, Oyle bir N dogal sayis1 vardir ki, her n,m > N dogal sayist icin,
|z, — 2| < € = 1 omak durumundir. Bu ise, her n > N i¢in |z, — xn41] < 1 olmasini
gerektirir. Buradan,

|z, —ani1| <1 = 2y — 1<z, <y + 1
elde edilir. Eger
b = max{zg, 1, ..., TN, N1 + 1} ve a=min{zg, z1,...,2n, 2541 — 1}

olarak segersek, her n > N igin, a < x, < b elde edilir ki, bu da (z,) dizisinin siirh
olmasidir.

(ii) (zp)n, dizisi yakinsak olsun. Bu durum da (z,),, dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugunu gésterelim. (x,,),, dizisi yakinsak oldugundan dolay z,, — zo olacak sekilde bir
xo reel sayis1 vardir. ilgili tanim geregi, verilen her ¢ > 0 sayisina kargin daima (en az) bir
N = N(e) dogal sayis1 var ve bu sayiy1 gegen her n > N igin |x,, — xo| < € dur.
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Keyfi € > 0 sayis1 verilsin. Bu durumda,

|Tp — | = |2 — o + 2o — T

= (@ — x0) = (Tm — ®o)| < |Tn — x| + |Tm — 20| < €/2+€/2=¢
elde edilir ki bu da ispat1 bitirir.

(iv) Bir (z,) dizisi Cauchy dizisi olsun. Teorem 1.3-(i)’ye gore (x,) dizisi simrhdir.
Her sinirh dizinin yakinsak bir alt dizisi olduguna gore, (x,,) dizisinin de yine bir (z,, ) alt
dizisi vardir. Burada, z,, — @ olsun. O zaman, x,, — a oldugunu gormemiz gerekir. Her
keyfi € > 0 sayws1 verilsin. (z,,) dizisi Cauchy dizisi oldugundan dolay1 6yle bir N dogal
sayist vardir ve her n,m > N dogal sayis1 i¢in |z, — z,,| < €/2 olmak zorundadir. ny
dogal sayist ny > N ve |z, —a| < €/2 olacak gekilde ve yeteri kadar biiyiik secilebilir. Bu
durumda, her n > N icin

|z, —a| = |z, — Ty, + 2, —a| < |2y, — 2, |+ |20, —a| <€/24€/2=¢
elde edilir. Yani, z,, — a olur.

(vi) Bir (z,) dizisi Cauchy dizisi olsun ve a skalar verilsin. (x,) dizisi Cauchy dizisi
oldugundan dolayi, her keyfi € > 0 sayis1 verildiginde &yle bir N = N(e) dogal sayis1 var
ve bu sayiy1 gecen her n,m > N sayist i¢in |z, — x,,| < € dir. Keyfi € > 0 sayisi verilsin.
O zaman,

|al‘n - Oé?/n| = }CM(I” _yn)‘ = |O[||.I’n _yn| < ﬁ

elde edilir. O halde, verilen N dogalsayist N = N (e/ |a|) seklindeki dogal say1 segilirse ig
biter.

Teorem 1.3’den elde edilebilinecek ¢ok sayida hem onerme hem de teorem mevcuttur.
Onceden diigiindiigiimiiz gibi, her bir teoremin kargitindan ve kargit tersinden hepsi ortaya
¢ikarilabilinir. Bazilar1 agagida verilmig olup, digerlerinin de belirlenmesi (ve érneklendi-
rilmesi) sizlerin aragtirmasina birakilmigtir.

Sonug 1.2.

(i) (i)nin karsit goz oniine almwrsa: “ Bir (7,),, dizisi smirh ise Cauchy dizisidir.”
onermesi dogru olmak zorunda degildir. Ornegin, x,, = (—1)" genel terimli dizisinin sinirh
oldugunu ve Cauchy dizisi olmadigini biliyoruz.

(ii) (i)'nin karsit tersi goz oniine alimrsa: “Bir (x,,),, dizisi sinirh deegil ise Cauchy
dizisi degildir.” 6nermesi daima dogrudur. (Neden?)

(iii) (ii)’nin kargit gz Oniine almirsa: ¢ Bir (x,),, Cauchy dizisi ise yakinsaktir.”
onermesinin dogru oldugu ispatlanmisti.

(iv) (ii)’nin kargit tersi goz oniine almirsa: “Bir (z,,),, Cauchy dizisi degilse yakinsak
da degildir.” 6nermesinin daima dogru oldugunu zaten biliyoruz. (Neden?)
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1.3. Ozel Tanimli Bazi Diziler

Cok say1 tanmimlanmig bilindik diziler vardir. Simdi bazilar1 hatirlayalim.
Tanim 1.9.

(1) (zn)1 (reel say1) dizisinin genel terimi:

xn:%+%++%+...+%zzoo 1

n=1n

seklinde olan dizilere harmonik dizi adi verilir. Bu tir diziler wraksak dizilerdir. Dogal
olarak Cauchy dizisi de olamaz. Farkli bir aragtirma yolu olarak ilgili dizinin “yakinsak”
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (xs,); dizisi (x,); dizisinin bir alt dizisi olup her
ikisinin de limitler s olsun. O zaman,

Tom = 1+5+34+51+ T35+

= () G (42

yani xg, > % + z, egitsizligi elde edilir. Burada, hem x,, — s hem de x5, — s olmasi
gerektigi (kabul ettik ¢linkii) g6z 6niine alinir ve limite gegilirse, dogru olmayan bir énerme
kargilagihr. Bu da, yani varsayimimiz olan “(z,) dizisinin yakinsakhg” ile geligki elde
edilir. Bu da isi bitirir.

(ii) Bir dizinin ilk birkag terimi verilir ve diger terimleri de verilenlerden yararlanarak
bulunur. Bu tiir dizilere rekiirsif dizi adi verilir. Ornegin; 1. terimi z; = a € R olarak
verilsin. Dizinin xs, x3, x4, - -+ terimleri de her n € Ny i¢in x,, = b+ x,,_1 seklindeki genel
terimle olugturulmas istenirse, ilgili (rekiirsif) dizi

(xn)l = ($1,x2,$3,x4,"')
= (a,a+b,(a+b)+b[(a+b)+b+b,-)
= (a,a+b,a+2b,a+3b,--- ,a+(n—1)b,---)

seklindeki dizi olacaktir. Sizler de agagida rekiirsif formda verilen dizilerin ilk beg terimini
bulunuz.

a) neNy, z1=2, 2, =14z,

b) neNg, z1=1, 2=2, 2, =Tp_1 — Tps
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c) neNg, x1=1, 55=2, x, ==

1

Tn—1

d) neN3g, z1=1, 20=2, 2, = \/Ty_1+ \/Tr_2

(iii) Her bir ardigik terimleri arasindaki fark hep aymni ise bu diziye aritmetik dizi ach
verilir. Olay1 matematiksel boyutta ve m = 1 secimiyle ele alirsak:

Q) nENQ,x1:2,xn:1—

(xn)l - (x17x27x37'” 7xn7"')

seklindeki bir dizi her n € Nj i¢in z,,41 — 2, = d € R ise (z,,) dizisine aritmetik dizi ve r
sayisina da aritmetik dizinin aritmetik fark: adlar1 verilir. Buna gore, ilgili dizinin genel
terimini belirleyelim:

1. terim: x4

2. terim: z9 = 21 + d

3.terim: x5 =22 +d=21+d+d =21+ 2d

4. terim: x4 =23 +d=x1+2d+d =z, +3d

n.terim: z, =z, 1 +d=x1+(n—-2)d+d=x,+ (n—1)d

elde edilir ki her nN; i¢in z,, = x; + (n — 1)d seklindeki genel terimli bir dizi olur. Bu
tiir dizilerin yakinsak olmadiklar1 ve dogal olarak Cauchy dizileri de olmadiklar1 agiktir.
Aagagida verilen bilgiler dahilinde, ilgili aritmetik dizilerin genel terimlerini belirleyiniz.

ZE10:3,I20:56; 1’12:—5,d:—3;$1:3, d:5;l'18:1/3, d=1/5

(iv) Her bir ardigik terimlerinin oram hep ayni ise bu diziye geometrik dizi ad1 verilir.
Bu diziyi de matematiksel boyutta ele alirsak:

(xn)l = (xlax%x?n”' 7xn7'”)

seklindeki bir dizi her n € N7 i¢in 2,41 /2, = r € R ise (z,,) dizisine geometrik dizi ve r
sayisina da geometrik dizinin geometrik orani adlar1 verilir. Buna gore, ilgili dizinin genel
terimini belirleyelim:

1. terim: x4
2. terim: o = ra
3. terim: x5 = rzo = r(ray) = rin

4. terim: x4 = rag = r(rix,) = rdz;

n. terim: x, = re,_; =--- =1r""
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elde edilir ki her n € NT icin z,, = r" 1z, seklindeki genel terimli bir dizi olur. Asagida
verilen bilgiler dahilinde, ilgili geometrik dizilerin genel terimlerini belirleyiniz.

x1=3,17=28; x10=5,r=1/3; 51=1/3, r=5; x10=3, r=2/3

Ornek 1.7- (v)’de belirttigimiz gibi, geometrik dizilerin hem yakinsakligi hem de iraksaklig:
s0z konusudur. Bu durumu, tekrar asagidaki gibi uyar1 seklinde vurgulanmakta fayda
goriiyoruz. Dogruluklarinin N — € iligkisiyle tekrar goriilmesi sizlere birakilmigtir.

Uyar1 1.3. (z,); geometrik dizisinin genel teriminin limitinin incelenmesi:

R Yakinsaktir |, eger |r| <1 ise
" Iraksaktir | eger |r| > 1 ise

seklindedir. Dogal olarak;

" =1im,,_eo 5% =0, lim, oo™ =0,

lim, _,o €e” =00, lim, ,o €~
limy, 00 (0,1)" = 0, limy, 06(0,01)" =0, lim, y00(1,1)" = 00 , lim, oo ()" =00,
lim,, oo (—=0,1)" =0, lim,_,oo(—1,01)" = Foo , lim, o " = 00 ,
lim, o0 (3)" =0, lim, o (In2)" =0, lim, o0 (In3)" =00 -

seklinde olur.
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