1 .3. C’nin Baz1 Topolojik Ozellikleri

Simdi kompleks sayilarin kiimesinde baz1 topolojik yapilar: ele alalim.

Tamm 1.8. Herhangi bir A C C kiimesi verilsin. A kiimesinin tiimleyeni A’, A€ veya A!
seklinde gosterilir ve

A=C-aA={:zeC:z¢ A}

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.9. Herhangi bir 2y, € C sayis1 verilsin. Bu sayinin agik-e-komgulugu
{zeC:|z—2|<e (e>0)}

seklindeki kiimey ile tanimlanir. Bu kiimeyi U, (zp) notasyonu ile gsterelim. Zaman zaman
ilgili kiime zy merkezli € yaricaph acik disk seklinde de anilir.

Tanim 1.10. Herhangi bir z5 € C sayis1 verilsin. Bu saymin kapali-e-komsulugu
{zeC:]z—2|<e (¢>0)}

Bu kiimeyi U, (20) notasyonu ile gésterelim. Bdylesi bir kiime ise zy merkezli € yaricaph
kapali disk geklinde anilir.

Tanim 1.11. Herhangi bir z; € C sayis1 verilsin. Bu sayinin agik-delinmis-e-komgulugu
{zeC:0<|z—2|<e (e>0)}

seklinde tanimlanir. Bu kiimeyi de (}6 (z0) seklinde gosterelim. Yine, bu kiime zaman

zaman zg merkezli € yaricapl delinmis agik disk seklinde de anilir.

Herhangi bir 2y € C sayismin (noktasinin), grafik (a)’da U.(2), grafik (b)’de U(z)

ve grafik (c)’'de de U ¢ (20) komsguluklarin kompleks diizlemdeki gosterimleri verilmistir.
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Bilindigi iizere, R kiimesi iizerinde hem co hem de —oo i¢in komsuluk kavrami s6z ko-
nusudur. Fakat, C kiimesinde kargilagtirma sadece modiil kavrami ile anlam kazindigindan



dolay1, sadece oo’un komsgulugundan bahsedilmektedir. Buna gore, co’'un herhangi bir
r—agik-komgulugu olan U, (co0) (r > 0) kiimesi, yani

{zeC:|z|>r (r>0)}
seklinde tanimlanan orjin merkezli r—yaricaph bir ¢cemberin digini ifade eder.
Tanim 1.12. Bog kiimeden farkli herhangi bir A C C kiimesi verilsin ve zy € A olsun.

Eger, zo noktasinin U,(zy) C A olacak sekilde (en az) bir U(zy) komsulugu var (buluna-
biliyor) ise, zp noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi ad1 verilir.

Bazen, iistteki tanima denk olarak bu tanim agagidaki seklinde de tanimlanir.

Eger, zp noktasinin U,(zp) C A olacak sekilde (en az) bir € > 0 says1 var (bulunabili-
yor) ise, zg noktasina A’'nin bir i¢ noktasidir denir.

Bir A kiimesinin i¢ noktalarimin oluturdugu kiime genelikle i(;(A) veya ,,Z seklinde
gosterilir. O halde,

o

A:{zeA:936(6>0) 5 Ue(zo)cA}

olacaktir.

Tanim 1.13. A C C kiimesi verilsin. Eger A her bir eleman bir i¢ nokta ise A kiimesine
(C'de) agik kiime veya (kisacasi) agiktir denir.

Agik kiime tanimindan, “A C C kiimesi agiktir ancak ve ancak 4= A dir.” olacagi
agiktir.

Ornek 1.8. Agagida C diizleminde cesitli kiimelerin grafikleri verilmistir. Grafik (a)’da

verilen kiime A = {—i, —1, 3,3} kiimesi, grafik (b)’de B = {z € C : |z| > 2} ve grafik
(c)’de B ={z € C:|z|] < 2} kiimesidir.
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Tanim 1.14. A C C kiimesi verilsin. Eger A’ kiimesi (C'de) acik bir kiime ise .4 kiimesine
(C'de) kapali kiime veya (kisacasi) kapalidir denir.



Kapali kiime tanimindan, “A4 C C kiimesi kapalidir ancak ve ancak A" kiimesi (C’de)
agiktir.” olacagr aciktir.

Ornek 1.9. Asagida C diizlemindeki gesitli kiimelerin grafikleri verilmistir. Grafik (a)’da
verilen kiime A = {1+ 4} nokta kiimesinin tiimleyeni, grafik (b)'de B = {z € C: Re(z) >
1} kiimesinin tiimleyeni ve grafik (c¢)’de C = {z € C : Sm(z) > 2} kiimesinin tiimleyeni
olan kiimelerdir.
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Uyar: 1.3. Asagidaki uyarilara liitfen dikkat ediniz.

(i) Bir A C C kiimesi acik degil ise kapali olmak zorunda degildir. Ornegin, nokta
kiimesinden olugan bir A = {i} kiimesinin tiimeleyeni olan A’ = C — {i} kiimesi (C’de)
acik olmasma ragmen A = {i} kiimesi (C’de) acik bir kiime olmayip aksine kapali bir
kiimedir.

(ii) Bir A C C kiimesi kapah degil ise acik olmak zorunda da degildir. Ornegin,
A={z€C:1< Re(z) < 4} kiimesinin tiimleyeni olan A" = {z € C : Re(z) <
1 veya Re(z) > 4} kiimesi agik degildir, dolayisiyla A kiimesi kapali olamaz. Butiir
kiimeler “ne aciktir ne de kapahdir” seklinde ifade edilen kiimelerdir.

Agagidaki teoremler temel tanmimlar paralelinde ispatlanabilir. Gerekli aragtirmay1 siz-
lere birakiyoruz.

Tamim 1.15. A C C ve z € C olsun. Eger her ¢ > 0 sayis1 i¢in U (z) N A # (0 ve
Ucl(z)NA # () ise, z’ye A'min bir sinir noktasi denir.

Bir A kiimesinin biitiin simir noktalarinin olugturdugu kiime genellikle 0(.A) veya 0.4
seklinde gosterilir. O halde,

I(A) = {z €C: Ve(e>0) 3 Ulz)NAAD ve Ue(zo)ﬂA’;éQ)}
seklinde olacaktir.

Ornek 1.10. Asagida C diizleminde cesitli kiimelerin grafikleri verilmistir. Grafik (a)’da
verilen kiime A = {2 4 i} nokta kiimesi, grafik (b)’'de B = {z € C: Rez + Smz > 2} ve
grafik (¢)’)de C ={z € C: |z — (1 +1)| < 1} kiimesidir.
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Tanim 1.16. A C C kiimesi verilsin. Bu A kiimesinin kapanisi A seklinde gosterilir ve
A = AU OJ(A) seklinde tamimlanir. Bu tanim bazen,

A={2z€C:Ve>0 > U(2)NAH#D}

seklinde de tamimlanir.

Ornek 1.11. Ornek 1.10’da verilen kiimelere gore her tli¢ kiimenin kapaniglarini bulalim.
A=AUJA) ={2+i}u{2+i} ={2+i},
B=BUOJB)={z€C:Rez+Imz=>2}U{z € C: Rez + Imz =2}

={z € C: Rez+ QJmz > 2}
C=CUIC)={z€C:|lz—(1+i)|<1}uC={2€C:lz—(1+i)| =1}
={zeC:|lz-(1+1)] <1}

sekilindeki kiimeler olacaktir.

Tanmim 1.17. A C C ve z € C olsun. Eger U, (z) kiimesi A'min z’den bagka en az bir
elemanimi igeriyor ise z'ye A'nin bir yigilma noktasidir veya limit noktasidir denir.

Yani,

z € C noktast A'min bir yigilma noktasidir anacak ve ancak € > 0 igin Zje ()N A#D
dir.

Bir A kiimesinin yigilma noktalarimin (veya limit noktalarinin) olugturdugu kiime
genellikle A seklinde gosterilir. Buna gore, A C C seklindeki bir kiime igin A kiimesi,

A:{C: Ves0 aAﬂA#(Z)}

seklindeki kiime olur.

Ornek 1.12. Agagida C diizleminde gesitli kiimelerin grafikleri verilmistir. Grafik (a)’da
verilen kiime A = {7, 2} kiimesi, grafik (b)’de B ={z € C: n/4 < Arg(z) < 7} ve grafik
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(c))de C ={2 € C:1<|z| <4} kiimesidir.
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Simdi agagidaki teoremi verelim.
Teorem 1.7. A kiimesi C’de kapalidir ancak ve ancak A cC A du.
ispat.
A kiimesi C’de kapali olsun. Bu durumda A C A oldugunu géstermeliyiz.

Eger A = 0 ise ispat biter. Bunun igin A # 0 ve A ¢ A oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, oyle bir zg € A vardir oyleki zg € A dir. Bu ise zp € C — A olmasim
gerektirir. A kiimesi kapali oldugundan dolay1 C — A agiktir. Bu durumda da 6yle bir
e > 0 vardir 6yleki U (z9) C C—.A dir. O halde, U.(z) NA = 0 olur. Bu da Zje(zo) NA=0
olmasini gerektirir. Bu ise, zy € A olmast ile celigki olugturur. O halde, A C A olmak
durumundadir.

Simdi de A C A oldugunu kabul edip, A kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. Bunun
icin de C — A nin agik oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

Eger C — A = () ise ispat biter. Bunun i¢in, C — A # 0 ve zp € C — A = () olsun.
O zaman, zg ¢ A olur. Bu ve A C A oldugundan dolay1, zg € A olur. Buna gore, Oyle
bir € > 0 sayist vardir oyleki ¢/ (z0) NA = olur. 2y & A ve Uc(z0) N A = ) oldur ki bu
da U.(zp) C C — A olmasi1 demktir. O halde, zy € C — A bir i¢ nokta olmasi demektir.

Bu durum her zj icin de gecgerli olacagina gore, C — A kiimesinin her elamani da birer i¢
noktasi olmasina gotiiriir. O halde, C — A aciktir dolayisiyla A kapali olur.

Tanim 1.18. Bog kiimeden farkli herhangi bir A C C ve zy € A olsun. Her € > 0 i¢in
Uc(z0)NA = {20} oluyor ise zp'ye A'nin bir ayrik noktasidir veya singiiler noktasidir denir.

Yani, zg € A noktasi A'nin ayrik noktasidir ancak ve ancak her € > 0 igin U (zo) NA =
6



{2z} dur.

Ornek 1.13. Asagida C diizlemsnde cesitli kiimelerin grafikleri verilmistir. Grafik (a)'da
verilen kiime A = {—i, —3,3¢} kiimesi, grafik (b)’de B = {z € C : |z| > 1} ve grafik
(c)'de B = {z € C: |z| < 1} kiimesidir. gseklinde tanimlanan orjin merkezli r—yaricaph
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bir ¢gemberin diginmi ifade eder. R
Tanim 1.19. S C C olsun ve herhangi bir & C S kiimesi verilsin.

(i) Eger S = AN'S olacak sekilde bir A ¢ C ack kiimesi var ise S kiimesine S
kiimesinde bir acik kiime veya kisaca agiktir denir.

(ii) Eger S = A NS olacak sekilde bir A C C kapali kiimesi var ise S kitmesine S
kiimesinde bir kapali kiime veya kisaca kapalidir denir.

O halde, S C C olmak iizere herhangi bir S C S kiimesi i¢in,
“ 8, S'de aciktir & S = AN'S olacak sekilde C’de bir agik A kiimesi vardir.”

ve
“ S, S'de kapalidir & S = AN'S olacak sekilde C’de kapali bir A kiimesi vardir.”

anek 1.14. S = {z € C : |z| < 1} kiimesi S = {z € C : |z| < 4} kiimesinde aciktir ve
S={z€C:Re(z) <1} kitmesi de S = {z € C: Re(z) < 4} kiimesinde kapahdir.

Tanim 1.20. S C C kiimesi verilsin. Eger SNH # 0, SNG # () ve S = H UG olacak
sekilde ayrik ve acik H ve G kiimeleri bulunamiyor ise & kiimesine baglantili bir kiime
veya kisacasi baglantihdir denir. Bahsi gegen kiimeler var (bulunabiliyor) ise o kiimeye
baglantili olmayan veya kisaca baglantisiz kiime ad1 verilir.

Yani, “ Bog kiimeden farkli, ayrik ve acik iki kiimenin birlesimi seklinde yazilamayan
kiimeye baglantili kiime adi verilir.”

Ornek 1.15. {z € C: |2| < 1} ve {z € C : Re(z) > 1} kiimeleri (C’de) baglantihidr.
Ctunkii, bu kiimeler ayrik ve agik iki kiimenin birlesimi seklinde asla yazilamaz.
{z € C: |z] < 1weya |z| > 4} ve {z € C : |QSm(z)| > 2} kiimeleri ise baglantil
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degildir. Ciinkii, bu iki kiime de ayrik ve agik olan iki kiimenin birlegsimi seklinde
yazilabilir. (Bu kiimeleri belirleyiniz.)

Tanim 1.21. S C C kiimesi verilsin. Eger §’deki herhangi iki nokta yine S’de bulunan
bir egri ile birlestirilebilir ise S kiimesine (C’de) yol baglantilidir denir. Tlgili sart1 saglayan
egrilerden (fonksiyonlardan) bir tane bile bulunamiyor ise o kiimeye yol baglantili olmayan
veya kisaca yol baglantisiz kiime adi verilir.

Ornek 1.16. {z € C : 4 < |z| < 9} kiimesi yol baglantihdir. Ciinkii, bu kiimede secilen
her iki noktay1 birbirine baglayan ve bu kiimede bulunan sonsuz tane egri vardir. Fakat
{z € C: Re(z) # 0} kiimesi yol baglantili degildir. Ciinkii, bu kiime kompleks diizlemden
reel eksenin ¢ikarilmasiyla olugan kiime olup, ilgili noktalardan biri reel eksenin tistiinde
digeri de reel eksenin altinda segilirse, bu noktalar1 birlegtiren sonsuz tane egri vardir ama
bunlarin higbiri ilgili kiimede bulunmaz.

O halde,

“§, C’de yol baglantilidir ancak ve ancak S’deki herhangi iki nokta yine S’de bulunan
bir egri ile birlestirilir.”
Tanim 1.22. A C C kiimesi verilsin. Eger A kiimesi baglantili ve agik ise A kiimesine

(C’de) bir bolge adi verilir.

Ornek 1.17. {z € C : |z — 3i| < 9} kiimesi hem acik hem de baglantili olup (C’de) bir
bolgedir. Fakat {z € C : |z — 3i] = 9} kiimesi baglantili olmasina ragmen agik olmadig
icin (C’de) bir bolge degildir.

Tanim 1.23. A C C kiimesi verilsin. Eger her A igin |z| < M olacak sekilde bir M > 0
sayist varsa, A kiimesine (C’de) sinirh bir kiime veya kisacasi sinirhdir denir.

Ornek 1.18. {z € C : 1 < Re(z) < 4} kiimesi (C’de) suurh degildir. Fakat {z € C
IRe(2)] < 1 ve |Sm(z)] < 4} kiimesi (C’de) simrhdir.

Tanim 1.24. A C C kiimesi verilsin. Eger A kiimesi simirh ve kapali ise A kiimesine
(C’de) kompakt (tikiz) kiime vaya kisacast kompakttir (tikizdir) denir.

Ornek 1.19. {z € C: 1 < |z| < 9} kiimesi siirhdir ama kapal olmadig1 icin kompakt
degildir. Fakat {z € C : |z| = 4} kiimesi hem smirh ve kapalidir dolayisiyla (C’de)
kompakttir.

Literatiirde Bolzano-Weierstrass Teoremi olarak bilinen agagidaki teoremi de verip
ispatin1 da sizlerin aragtirmasina birakalim.

Tanim 1.25. C’de her smirli ve sonsuz elemanli bir kiimenin en az bir yigilma noktasi
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vardir.

Ornek 1.20. A = {i} kiimesi sonlu bir kiimedir. A = () olup, bu kiime iistteki teoremin
hipotezine uygun olmadig1 i¢in hiikiim de saglamamstir. Fakat A={ze€C: |z <2}
kiimesi hem smirhidir ve hem de sonsuz elamanhdir ve A = {z € C : |z]| < 2} dur.
Aligtirmalar 1.8.
i) C kiimesindeki her acgik komsguluk bir agik kiimedir. Gosteriniz.
ii) Asagida verilen 6nermeleri 6nce ispatlayiniz sonra da érneklendiriniz.

a) C’de agik kiimelerin keyfi birlegimleri agik bir kiimedir.

b) C’de agik kiimelerin sonlu kesigimleri agik bir kiimedir.

c) C’de kapal kiimelerin sonlu kesigimleri kapali bir kiimedir.

¢) C’de kapal kiimelerin keyfi kesigimleri kapal bir kiimedir.

d) 0(A) kapali bir kiimedir.

e) A kapal bir kiimedir.

f) 0(A) C A ise A kapali bir kiimedir.

g) A= Aise A kapal bir kiimedir.
iii) Asagida verilen 6nermelerin dogruluklarimi aragtirimiz. Farkh 6rnekler veriniz.

a) C’de her baglantih kiime yol baglantili olur mu? Neden?

b) C’de her yol baglantili kiime baglantili olur mu? Neden?

c) A, B C C kiimeleri baglantili ise A U B kiimesi de baglantili olur mu? Neden?

¢) A, B C C kiimeleri baglantili ise A N B kiimesi de baglantili olur mu? Neden?

d) A, B C C kiimeleri yol baglantili ise AU B kiimesi de yol baglantili olur mu? Neden?

e) A, B C C kiimeleri yol baglantili ise ANB kiimesi de yol baglantili olur mu? Neden?

iv) Asagida kompleks diizlemde gesitli kiimeler verilmistir. Once herbirinin grafigini ilgili
diizlemde ¢iziniz. Sonra da herbirinin acik, kapali, siirli, bolge, kompkat, baglantili ve
yol baglantili olup olmadiklarini aragtiriniz.

{zeC:|z] =2}, {z€C:1< 2| <2}, {z€C:|z| >4 veya |z] <2},
{zeC:|z] =2}U{3i,—5}, {z€ C: Re(z) > -1}, {z € C: |Sm(2)| =2},
{z€eC:—nm<Arg(z) <m/2}, {z € C:|Arg(iz)| > n/2} , {z€ C:Qm(z) # 1}
{z€C:Arg(—2)=7}, {z€C: Arg(iz) # -7}, {z € C: Arg(z) # n/4}



iv) Asagida kompleks diizlemde cesitli kiimeler verilmigtir. Once hepsing grafigini komp-
leks diizlemde c¢izingiz. Sonra da ilgili kiimelerin i¢, kapanig, yigilma ve sinir noktalarinin
olusturdugu kiimeleri belirleyiniz.

{z€eC:lz—i|=1},{2z€C:1< |2+ <2}, {z€C: |z —2i] >4},
{zeC:|z|=2veya z=-3i} , {z€C:|z—i|=4}, {ze€C:1<|Re(2)| =2},
{2€C:|z—4|=|2]}, {z€C: |2 =z}, {z€C:|z—i| < |2+ 1}

{2 €C:|Arg(2)| £ 7}, {2 €C: Arg(z —i) >n/4} , {z € C: Re(2?) =1},
{zeC:Qm(iz) = -1}, {z€C:Re(2?) =1}, {z € C:|Re(1/2)| =1}
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