Su ana kadar inceledigimiz sayisal yontemler tek adimli yontemlerdir: x = x, noktasindaki
yn sayisal coziim kullanarak x = x,,; noktasindaki y,,; sayisal ¢oziimii bulunur. Ancak xy,
Tkt - - - Thom Noktalaridaki yx, ki1, - - - Yrrm Sayisal ¢oziimlerini kullanarak zy,,11 noktasindaki
Yk+mi1 Sayisal cozlimii hesaplayan yontemler de vardir. Bu tiir yontemler ¢ok advmly yontemler
olarak bilinir.

Tanim ( Yontemin mertebesi).

dy

- = f(x,y),a <z <by(z0) = Yo,

ifadesiyle verilen BDP’nin sayisal ¢oziimii i¢in kullanilan sonlu fark yontemi
Yni1 =P (f, Ay Ynks Ynkity - Un), n=0,1,2,..., € ke{0,1,2,...,n}
olmak tizere, sayisal yonteme iligkin 7,1 (h) yerel kesme hatasi
roit () = O (191

ise, yontemin yakinsaklk mertebesi p dir denir.
. h?
Ornek: y,11 = yn + hf (2, y,) ifadesi ile verilen Fuler yontemi igin 7,41 (h) = ?y” &,) =

O(h?) = O (h**1) oldugunu gormiistiik. Dolayisiyla Euler yonteminin yakisaklik mertebesi 1 dir.

Ornek:y,1 = yn + hf (Tny1, Yns1) ifadesi ile verilen kapale Euler yontemi icin 7,4 (h) =
—h;y” (8,) = O(h?*) = O (h'1). oldugunu gormiistiikk. Dolayisiyla kapalr Euler yonteminin
yakinsaklik mertebesi 1 dir.

Aciklama: Bir sayisal ¢oziim yontemi, bir BDP’nin p. veya daha kiigiik dereceli her polinom
¢oziimiinii tam olarak veriyorsa yontemin mertebesi p dir veya yontem p. mertebedendir.

Ornek: y,1 = yn + Af (Tpi1, Yns1) ifadesiyle verilen kapali Euler yontemi icin 7,44 (h) =
—;y” (B,,) oldugu biliniyor.

a) y(z) = ar + b, a # 0 bir BDP’nin ¢oziimii olsun. Bu durumda y'(z) = a ve y"(z) = 0 olur.
Dolayisiyla

kapali Euler yontemi i¢in 7,1 (h) = 0 olur, yani 1. dereceden poliom ¢éziimlerini tam olarak
vermektedir.

b) y(z) = ax? + bz + ¢, a # 0 bir BDP’nin ¢oziimii olsun. Bu durumda ¢/(z) = 2ax ve
y"(z) = 2a olacagimdan

2
Tni1 (h) = 5 (2a) # 0 elde edilir. Bu nedenle kapali Euler yonteminin mertebesi 1 olur.



Taylor Serisi Yontemleri

Z—z:f(a:,y),aéwéb;y(%):yo' (1)

ifadesi ile verilen BDP’ni ele alahm. BDP’nin y (z) ¢oziimiiniin (k + 1). mertebeden tiirevleri [a, b]

araliginda mevcut ve siirekli, yani y (z) € C**! [a, b] olsun. Ek olarak h =

adim uzunlugu ve
Tpy1 =Tp+h=x0+(n+1)h,n=0,1,2,..N — 1 olsun. y (z) ¢dziimiiniin z,, civarindaki Taylor

polinomu kullanilacak olursa; x ile x,, arasinda 6yle bir £ vardir ki

(l’ — xn)2 " (m — xn)k (m)

V@) =y (@) =)y )y () ey ()

saglanir. Bu durumda, 2,41 — x,, = h oldugundan, (x,, x,,1) araliginda 6yle bir &, vardirki

h? h¥ p+1
Y(Tnt1) =y (mn) + hy' (zn) + Ey// (Tn) + -+ Ey(k) (zn) +

e @)

olur. Z—i = f(z,y) veya ¢y = f(z,y) veya ¢'(z) = f(z,y(x)) oldugundan, atdigik yiirev alma
islemi sonucu

y'(x) = f(z,y(@), y" (@) = ' (a,y@),. .., yV(@) = fU D (zy(2), j = 1,2,k +1
oldugu gortiliir.

Simd, (2) denkleminde j = 1,2, ...,k + 1 igin fU=Y (z,,y(,)) = vy (z,,) alinrsa

h2 . hk 1 hk+1
y($n+1) =Y (xn)+hf (wm Y (xn))—i_Ef (wna Yy (iUn))+ ’ '+Hf( b (ZUn, Yy (xn))—i_(k + 1)|

FP (€ (€2))-(3)

elde edilir. Son terim ihmal edilecek olursa

hk

T @y () (@)

ten) %y () 4 B (e (2) 4 oy ) 4+

olacagl agiktir. y, & y(z,), f(n,yn) = f( @0,y (@), [ (@, yn) = fE (20,5 (220))
oldugundan,

2

h
Yn+1 = Yn + hf (:Enmyn) + af/ (*r’myn) + o+ _f(k_l) (Inayn>7 n = 07172a 7N —1
k—1

Tf(k—l) (xn,yn)> ,n=0,1,2,.. N—-1 (5)

h o,
= yn+h(f(xmyn)+5f (TnsYn) + -+

ifadesi ile tanimlanan y,, 1 'nin y(z,.1)’e bir yaklagim oldugu, yani y,+1 =~ y(x,.1) oldugu agiktir.

k—1

Ty, yih) = f (9) + 00 (o) +o b e PO ), (O

2



tanimi yapilirsa, (5) ifadesinin
Ynt1 = Yn + Wk (2p, yn; h), n=0,1,2, ... N -1 (7)

seklinde yazilabilecegi goriiliir. (7) ifadesi ile yamimlanan sonlu fark yontemi k. mertebeden Taylor

serisi yontemi olarak adlandirilir.

Acgiklama: k =1 igin T1(z,y; h) = f (z,y) oldugundan (7) ifadesi

Yn+1 = Yn + th(xn7yn; h) = Un + hf (xnayn) = 07 17 2a 7N - 17

haline gelir ki bu Fuler yontemidir. Dolayisiyla Euler yontemi gercekte 1. mertebeden bir Taylor
serisi yontemidir.

Pratik uygulamalards, yontemin mertebesi arttikga f (x,y) fonksiyonunun kismi tiirevlerini
(yani fy, fy, foys foz, fyy - -.) bulmak ve bunlarmn belli noktalardaki degerlerini hesaplamak oldukca
maliyetlidir. Bu nedenle yiiksek mertebeden Taylor serisi yontemleri siklikla kullaniimamaktadar:

y' = f (z,y) oldugundan dolay,

d dy
y/,:@(f(xay»:fw_'_fy'%:fw‘i‘fy'y/:fw‘i‘fy’f:
" d dy dy

) :@(fw"‘fy'f):fxoc"f—fxy'%‘l'fyw'f"'fyy'%'f”‘fy'(fx'f_fy'f)

:fzx+fxy'f+fy:r'f+fyy'f'f+fy'(fx+fy'f)

:fzm+2f:cy'f+fyy’(f)2+fy'(fx+fy'f>

olacaginmi hatirlayalim.

Ornek: o =y — 22+ 1,0 <z <1, y(0) = 0.5 BDP’ni ele alalim.

a) N = 5 alarak ve 2. mertebeden Taylor serisi yontemini kullanarak x = 1.0 noktasindaki
sayisal ¢oziimii hesaplayimiz, r = 1.0 noktasindaki mutlak hatay1 belirleyiniz.

b) N = N = 5 alarak ve 4. mertebeden Taylor serisi yontemini kullanarak x = 1.0 noktasindaki
sayisal ¢oziimii hesaplayiniz, x = 1.0 noktasindaki mutlak hatay: belirleyiniz.

Coziim.

Oncelikle BDP'nin ¢oziimiiniin y (z) = (z + 1)* — 0.5¢* olduguna dikkat edelim.

a) k=2 igin

Yns1 = Yn + hWTo(Tp, Yn;h), n=0,1,2,..., N — 1 ve

To(x,y;h) = f(x,y) + ;f’ (x,y) oldugunu biliyoruz. f (z,y(z)) =y — 2% + 1 oldugundan

d d
' (z,y(x)) = o (f (z,y(x))) = . (y—2*+1)=9y —2x =y — 22+ 1 — 2z olur. Boylece



h h 2
To (T, Yn; h) = f (T, yn) + 5l (T yn) = (Yn — 2 + 1) + B ((yn — (zn)” +1) — 2,,)

h
= To(xp, yn; h) = <1 + 5) (yn — 22 4+ 1) — hax, oldugundan yoéntem verilen BDP igin

Ynil1 = Yn + D (1 + g) (Yo — 22 +1) — W2z, n = 0,1,2,3, 4 halini alir

veya h = 0.2 oldugundan

Ynt1 = Yo + 0.2 (14 0.1) (3, — (2,)* + 1) = (0.2)*x, n =0,1,2,3,4 olur.

n=0:

Y1 =yo +0.2(1+0.1) (yo — (zo)* + 1) — (0.2)* xg

y1 =0.5+0.2(1+0.1) (0.5 — (0)* + 1) — (0.2)* (0) = 0.830000

n=1:

yo =11 +0.2(1+0.1) (1 — (21)° +1) — (0.2)* 1,

yo = (0.830000) + 0.2 (1 + 0.1) ((0.830000) — (0.2)* + 1) — (0.2)? (0.2) = 1.215800

n=2:y; = 1652076,

n=3:ys = 2.132333,

n=4:y;=2.648646 ~ y (v5) = y (1) = 2. 640 859

Boylece |y (z5) — ys| = |2.640859 — 2.648646| =0.007 787 .

b) k = 4 igin;

Yns1 = Yn + WTy(zpn, yn; h), n =0,1,2,..., N — 1 olup

Tu(w.y: ) = £ 2.)+ o )+ o 17 )+ 0 7 (0.) seklindediv, f (@, y(a) = y—22+1
old.

£ (@) = = (F g @) = o (g =2+ 1) =y ~2r =y —a? +1 -2z,

dx
d d
" (z,y(x)) = %(f’(:v,y(w))) = %(y—:v”l —2r)=y —2x—-2=y—2* 22 —1,
d d
" (z,y(x)) = . (f" (z,y(x))) = p (y—a*—20—1)=y —20—2=y—a?—2x—1. Boylece

h h? h?
Ta(ns i h) = f (2, gn) + 55 f" (s ) + 0 F" (ns ) + 5 £ (s )

h
= Ty(Tn,Yn; h) = yp — (%)2 + 1+ 3 (yn — (asn)2 +1-2 (xn))
2 3

h h R
+§ (yn - (xn>2 —2(w,) — 1) + m (yn — (xn)2 —2(zy,) — 1) elde edilir.

Bu durumda verilen BDP i¢in yéntem
Yn+1 = Un + hT4(xn7 Yn; h)7 n = 07 17 2a 37 4
2 2 3

h  h? K 2 h h h h
= (1 Y @) = (1T 2 ) )+ 14+ 2 =2 yaling
= Ynt1 <+2+6—|—24)(y (24)7) <—|—3+12)(x)+ +5 — " — g5 halini

alir.



Son olarak, h = 0.2 oldugundan

Yoot — (1 + % + (0? + (02‘? ) (g — (22)?) — (1 + 02 (02 ) ((0.2) 2,)

02) (0.2 (0.2)°
(1 020202
elde edilir veya baz1 sadelegtirmeler yapilirsa
Yns1 = 1.221400y, — 0.008856 (x,)* — 0.00856 (x,,) + 0.218600, n = 0, 1,2, 3,4 bulunur.
n=0:y = 0.829300
n=1:y, =1.214091
n=2:ys=1.648947
n=3:ys = 2.127240
n=4:y;=2.640874 ~ y (v5) =y (1) = 2.640 859

Boylece, |y (z5) — ys| = [2. 640859 — 2.640874| = 0.000 015 .

4. mertebeden Taylor serisi yontemiyle verilen sonuclarin, 2. mertebedenTaylor serisi yon-
temiyle verilen sonuglara gore ¢cok daha iyi oldugu aciktir.

Teorem.
dy
% :f<x7y)7a§x§bay($0) = Yo-

b—a

BDP’nin ¢oziimii y(z) olmak iizere, y € C**1 [a, b] ve adim uzunlugu h = ise, k. mertebeden
Taylor serisi yontems igin yerel kesme hatasi 7,.1(h) = O (h’““) olur.

Ispat: k. mertebeden Taylor serisi yontemi
h? h*
/ _
ynJrl:yn_"hf(xmyn)—i_af («%n,yn)‘i‘—i‘gf( )(xn,yn), 7120,1,2,,]\]—1 (4)

sonlu fark ifadesiyle verildiginden

h? h* ey

Yn+1 — Yn — hf (xn,yn) - Ef/ (*/I:myn> - g (J;nayn) =0 (6)

tazilabilir. Bu taktirde, yonteme iliskin yerel kesme hatas:

2 k
P () = y(n) = (o) = b sy () = 50 sy ) == f D Gy @) ()

olur. Boylece, (2) denklemini kullanacak olursak

hk+1
(k+1)!

Tnr1(h) = F® &y (), n=0,1,2,...N — 1.



bulunur. y € C**![a, b] oldugundan y*+V(z) = f* (2, (z)) fonksiyonu |a, b] araliginda sinirhdir.
Dolayisiyla,
Tpi1(h) = O (K1), n=0,1,2,.N — 1. (8)

olur.

Agiklama: Bir sayisal ¢oziim yontemi igin 7,,1(h) = O (h**1) oldugunda, ydntemin mer-
tebesinin p oldugunu veya yontemin p. mertebeden oldugunu hatirlayalim.

Odev:

a) h = 0.25 alarak ve 2. mertebeden Taylor serisi yontemini (k = 2) kullanarak Z—i =1+y/z,
1 <2 <2, y(1) =2 BDP’nin z = 2 noktasindaki sayisal ¢ozlimiinii bulunuz.

b) h = 0.25 alarak ve 3. mertebeden Taylor serisi yontemini (k = 3) kullanarak Z—i =1+y/z,

1 <z <2, y(1) =2 BDP’nin x = 2 noktasindaki sayisal ¢oziimiinii bulunuz.
Runge-Kutta Yontemleri

Daha 6nce belirttigimiz tizere, Taylor serisi yontemler: yiiksek mertebeden yerel kesme hatasi
gibi arzu edilen bir ozellige sahiptir, ancak cogu problemler icin karmagik ve zaman alici bir
prosediir olan f(z,y) nin yiiksek mertebeden tiirevlerinin ve onlarn (x,,, y,) noktalarindaki deger-
lerinin hesaplanmasini gerektirmesi dezavantajina da sahiptir. Buna karsilik, Runge-Kutta yontem-
leri, Taylor yontemlerinin yiiksek dereceli yerel kesme hatasina sahiptir ancak f(¢,y) fonksiyonunun
tiirevlerinin hesaplanmasi ve onlarmm (z,,¥,) noktalarmdaki degerlerinin hesaplanmasi ihtiyacini
ortadan kaldirir.

RK yontemlerinin elde ediliglerine iligkin bilgileri sunmadan 6nce iki degigkenli fonksiyonlar icin
Taylor Teoremint verelim.

Theorem: R = {(z,y) : a < x <b, ¢ <y < d} diizlemde dikdortgensel bir bolge olmak iizere
f (z,y) fonksiyonu ve fonksiyonun (m + 1). mertebeye kadar olan biitiin kismi tiirevleri ((m + 1) .
mertebeden kismi tiirev dahil) R’de siirekli ve (zg,y0) € R bir i¢ nokta olsun. Her (z,y) € R igin

x ile xy arasinda bir £ ve y ile yo arasinda bir p vardir, 6yle ki

f(2,y) = P (z,y) + R (7, y), 9)



Py (33, y) = f ($0>y0) + (x — 1’0) % (%4/0) +(y — CUo) % ($0,y0)

(2 — x0)* & 2 f
o gz (@0, %) + (2 = 20) (y — o) 950y (20, Yo)

2!
+(y—2—|y0)2§iyj2€ (o0, 50) + -+
b 3 () 0™ ) G (o) (10
ile ve Ry, (2, ),
R = gy o () ™ ) e (€ ()

ile verilir. P, (x,y) fonksiyonu, f fonksiyonunun (zg,7%o) noktas: civarindaki iki degiskenli m.
dereceden Taylor polinomu olarak adlandirilirken,, R,, (z,y) fonksiyonu, P, (z,y) fonksiyonuna
iliskin kalan terim olarak adlandirilir

Ikinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemleri

Runge-Kutta yontemlerinin elde ediliglerine basit bir giris yapmak amaciyla asagidaki 2. mer-

tebeden Taylor serisi yontemini ele alalim:

Yn+1 = yn_l_hTQ(xnaynah)a TL:O,]_,Q,...,N—].,

T2(I7y;h) = f(xmy)—'_gf,(x?y)

Ty(x,y; h) fonksiyonuna a; f (x,y) + asf (x + a1,y + () fonksiyonu ile yaklagimda bulunmak iste-
digimizi varsayalim. Yani, aj,aq,q ve [3; parametrelerini o gekilde belirleyelim ki, a; f (z,y) +
asf (z + aq,y + B) fonksiyonu, To(z,y; h) = f (z,y)+ 2 f' (x,y) fonksiyonuna hatanin O (h?) mer-

tebesinden daha biyik olmadigr bir yaklasym olsun.

d of of dy Of of

f'(x,y) = %(f(x,y)) - ox (ZL’,y) + 8_y (.l’,y) : dr - % (ZL’,y) + 8_y (.l’,y) ' f(xvy)7
oldugundan,
Ty, i) = £ (o) + 5 50 (00) + 55 (e f (@) (12)

elde edilir. (9) ifadesini kullamirsak, f (x + aq,y + ;) fonksiyonunun (z,y) civarinda 1. dereceden



Taylor polinomunun

<x7y> + Ry (x—i_alay—i_ﬁl)

7

fla+an,y+p) = f(:c,y)+(a:+a1—x)g—i(w,y)ﬂwﬁl—y)g—g

Pl(x7y)

0 0
- f(xvy) +ala_£ (xhy) +ﬁla_£(xvy) + Ry (l"i‘Oél,y—i‘ﬁl)

oldugu goriiliir. Burada Ry (x + ay,y + 3;)

Ri(x+oq,y+5,) =

0 1 _,0?
5 () + B () + 581 €

ile verilmekte olup, &; x ile x + «; arasinda ve p; y ile y 4+ 3, arasindadir. Boylece,

alf (l’,y) —|-G2f (37+041,y+51) = CLlf ([L’,y) +CL2f (aj?y) +a2041% (ZL’,y) +G2612_§ (Jj,y)

+as Ry (x + a1,y + 5)

= () [ () + e )+ 08,5 ()

b w0t €t ot 0L e+ L2 ey
9 2 18.7:2 ) 201 laﬂjay ) 9 2 183/2 )
: : : of of . o
bulunur. Now, (12) ve (13) ifadelerindeki f (x,y), Pz (x,y) ve 90 (x,y) terimlerinin katsayilarimi
T Y
kargilagtiracak olursak,
h h
a1+a2:1:a2a1:§:agﬁlzi-f(x,y) (14)

elde edilir (ne kadar fazla katsayr ayni olursa, yaklagimin mertebesi de o kadar yiksek olur.) 3
tane denklem ve 4 tane bilinmeyen oldugundan 4 — 3 = 1 serbest degisken vardir.

Simdi: a; = 0 alirsak,

h
a1:0:>a2:1:>a1:§:ﬁ1:



olacagindan

h h
aflf(xay> +@2f($+041,y+51) = f (l’—l— §7y+ 5 : f(l',y))
B hof hof h? 0% f
= f(z y)+§8_( y)+§a—($ y) - f(x,y)‘l-gp(f,#)
h2 2f h2 aZf
T3 @) g @+ U@ y) 55 6
ve boylece
h? 02 f h? 0 f
Bz, yh) = (af (@ y) +aof (+ary+61) = —o55E&n— 7 fla.y) 5= o (& 1)
h? 5 O2f
—5 (@) a7 (&n) = O(r?)
L Of f 0P
olur, eger 922" 9udy ve Iy ler ilgili noktalarda sinarly iseler.
Eger y,, degeri y (x,)’ye bir yaklagim ise, bu taktirde f <:L’n + g, Yn + g - f (zp, yn)> ‘de
f (x + g, y(x) + g - f (z, y(a:))) ‘e bir yaklagim olacaktir. Dolayisiyla,
h h
Yn+1 = Yn + hf (l'n + §a Yn + Ef (xna yn)) ; = 07 17 27 (15)

ile tanimlanan y,, 1 degeri de y (z,+1)’ye bir yaklagim olacaktir. (15) ifadesi ile verilen yontem 2.
mertebeden bir Runge-Kutta yontemidir ve Orta Nokta yontemi olarak adlandirilir. Orta Nokta

yontemi daha yaygin olarak

Ynii = Yn+h- Koy n=0,1,2, .. (16)
Kl = f(xnuyn>7

h 1
Ky, = f<wn+§7yn+§thl)

seklinde ifade edilir. Dikkat edilecek olursa herbir n degeri i¢in énce K; degerinin hesaplanmasi,
sonra da K degeri de kullanilarak K5 degerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu nedenle yontem
tki-asamali, 2. mertebeden bir Runge-Kutta yontemadir.

1
Eger (14) ifadelerinde a; = 3 alinirsa,

1 1
a1:§:>a2:§:>041=h551:h'f<x’y)

elde edilir. Bu durumda

i f (o) + i f (o any +62) = o f (1,9) + 3f (+ oy + b f (2,9)

2
9



olacagindan buna kargilik gelen sonlu fark yontemi

h
Yn+1l = Yn + 5 [f (xm yn) + f (xn + hvyn + hf (xn,yn))] ,n=0,1,2,.. (16)

olacaktir. (16) ifadesiyle verilen yontem Modifiye Euler yontemi olarak adlandirilmakta olup, Orta

Nokta yontemine benzer sekilde, tki-asamali bir yontem olarak

h
Yn+1 = yn+§[K1+K2], n=0,1,2,..

K, = f(xnvyn)a

selkinde tanimlanir. Daha yiiksek mertebeden Runge-Kutta tontemleri benzer sekile elde edilebilir.

Ornek: =y —22+1,0< 2 <1, y(0) = 0.5 BDP’ni ve

Yni1 = Yn+hKy, n=0,1,2 ..
K, = f(ajmyn)a

h 1
Ky = f(xn+§7yn+§hKl>-

ifadesiyle verilen Orta Nokta yontemini ele alahm. N = 5 alarak ve Orta Nokta yontemini ku-
lanarak = = 1.0 noktasindaki sayisal ¢oziimii hesaplaymmiz, x = 1.0 noktasindaki mutlak hatay:
bulunuz.

Coziim

Verilen BDP’nin ¢oziimiiniin y (z) = (z + 1)*> — 0.5¢* oldugu kolayhkla bulunabilir.

b— 1
fry) =y—2>+1= f(Tn,Yn) = Yn — 22 + 1, N=5= h= a:g:().Q
To=0:21=02:29=04:23=06:24=08:25=1.0
n=20:

K1 = f (ZEo,yo) = f (0705) =1.5
h 1 0.2 0.2
Ky = f |20+ 5290+ 5hEy ) = £ (04 =705+ == (15) ) = f(0.1,065) = 1.64
— 41 = 5o + hKy = 0.5+ (0.2) (1.64) = 0.828
n=1:
h 1 2 2
Ky=f (ml + 5o+ 5hKl) = f (0.2 + 07,().828 + 07 (1. 788))
= Ky = f(0.3,1.0068) = 1.9168

= yp = y1 + hKy =0.828 +(0.2) (1.9168) = 1.211 36

10



n=2:
Ky = f(x2,y2) = f(0.4,1.21136) = 2.051 36
h 1
Ky=f (xz + = Y2+ §hK1) = [(0.5,1.416496) = 2. 166 496

2
— g3 = o + hEKy = 1.21136 + (0.2) (2. 166 496) = 1. 644 659

n=3:

Ky = f(23,y3) = f(0.6,1.6446592) = 2. 284 659

Ky=f (xg + 2793 + %hm) — £(0.7,1.873125) = 2.383125
— 4y = ys + WK, = 1.644 659 + (0.2) (2.383125) = 2.121 284
n==4%:

Ky = f(24,y4) = f(0.8,2.1212840) = 2.481 284

Ky=f (m + ng + %hKl) = £(0.9,2.369412) = 2.559412
— ys = ys + WKy = 2.121284 + (0.2) (2.559412) = 2. 633 166
ys = 2.633166 ~ y (z5) = y (1.0) = (1 +1)* — 0.5¢! = 2.640859

r = 1 noktasindaki mutlak hata: |y(zs) — ys| = |2.640859 — 2.633 166] = 0.007 693.
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